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1. NOTA SOBRE RENDIMIENTOS A ESCALA Y COSTOS

Para la obtencion de la funcion de costo - que expresan el costo en funcion de la
cantidad producida y del precio de los factores- se parte del siguiente sistema de
ecuaciones

Q=f(LK) (1)
C=wL+rK 2
g(L.K)=0 3)

donde la primera ecuacion es la funcion de produccion (q es el producto y L y K son los
factores productivos), la segunda ecuacion es la funcion directa de costos y la tercera es
una funcién implicita que expresa la combinacion de factores de costo minimo™ En el
Gréfico 1, en el plano de insumos se representan, por un lado, el mapa de isocuantas y,
por el otro lado, dados los precios de los factores, se representan los isocostos por medio
de las rectas AA, BB, CC, etc. Cada punto en el plano representa un nivel de costo y un
nivel de produccion; por ejemplo, el punto R representa el nivel de produccion Il que se
obtiene con el costo representado por CC; es evidente que no todos los puntos del plano
que son accesibles son eficientes. Por ejemplo, a partir de R el empresario puede
moverse a lo largo de la isocosto CC reemplazando K por L hasta llegar al punto S en el
que se obtiene el costo minimo para el nivel de produccién Ill; en caso de continuar la
sustitucion de K por L a lo largo de la isocosto se llegaria al punto M donde nuevamente
se obtiene el nivel de produccion Il. El ajuste a partir de R se puede explicar en forma
diferente: si el empresario desea obtener el nivel de produccion Il, sustituira K por L
moviéndose a lo largo de la isocuanta hasta tocar el punto U,

Grafico 1

@) A B C L

2 Revision y actualizacion de la Nota de Clase de Alberto Porto, “Rendimientos a Escala y Costos”,
Cuadernos, N° 34, UNLP, La Plata, Julio de 1980. Se agradece la colaboracion de Josefina Posadas.

® La funcién implicita que expresa la combinacion de factores de costo minimo (trayectoria de expansion)
puede obtenerse analiticamente en distintas formas: minimizando el costo de obtener un nivel dado de
produccion, maximizando el nivel de produccion para un costo dado o maximizando el beneficio.



La explicacion anterior demuestra que el empresario maximizador solo seleccionara
puntos sobre el sendero de expansion OVUS; el resto de los puntos son factibles pero
ineficientes. Las curvas de costo suponen eficiencia en la produccidn; por esta razon, en
el sistema inicial de ecuaciones se incluyo la expresion para la trayectoria de expansion.
La curva de costos indica el costo minimo para cada nivel de produccion a lo largo de la
trayectoria de expansion.

Se indagara ahora el comportamiento de los costos ante una expansion a escala. Se
supondra que la funcion de produccion (1) es homogénea de grado h. Supdngase que en
las funciones (1) y (2) se selecciona la proporcion de factores que resulta de (3). Si se
registra una expansion a escala -se modifican en forma proporcional todos los factores-
se tendrd, a partir de (1)

dQ = f,dL + f, dK

donde f,_ y f, son, respectivamente, las productividades marginales de L y K.
Completando tasas de cambio se obtiene

6Q _ filol, fKdK

(4)
Q QL QK
Como se trata de una expansién proporcional de los dos insumos se tiene que
dL _dK _dA
e 2 (5)
L K A

Reemplazando en (4) es

d_Q:EfLH fKKE@ )
Q Q A

Como la funcion (1) se supuso homogénea de grado h, se cumple el teorema de Euler,

f.L+f,K=hQ
de modo que reemplazando en (6) es

Q A

de donde se obtiene



(8)

~g2l0 |3
;

siendo € la elasticidad de productividad definida como el cambio porcentual en la
produccidn ante un cambio porcentual igual de todos los insumos, o0 sea, sin alterar las
proporciones de los factores. En el caso de funciones homogéneas la elasticidad de
productividad es igual al grado de homogeneidad de la funcion.

Hallando el diferencial de (2), completando tasas de cambio y reordenando se obtiene

dC dL dK
=y, +{l-y,) 9
o yWL+( yw)K (9)

L L . :
donde y, = V\(’: es la participacion relativa del trabajo en el costo total.

Utilizando (5), (9) se transforma en

C A
La expresion (7) indica como varia porcentualmente el producto total ante cambios
proporcionales iguales en todos los factores; la expresion (10) indica como varia

porcentualmente el costo total. Relacionando (9) y (10) es

dc

-c 1.1

K—d7Q ET T (11)
Q

0 sea, la elasticidad de la funcion de costo total (k) es igual a la inversa de la elasticidad
de productividad.

La expresion (8) -la elasticidad de productividad- permite definir los rendimientos a
escala:

(1) Si € >1, los rendimientos a escala son crecientes, 0 sea, ante una expansion
proporcional igual en todos los insumos, el producto se incrementa en una
proporcion mayor.

(i) Si € =1, los rendimientos a escala son constantes, 0 sea, ante una expansion
proporcional igual en todos los insumos, el producto se incrementa en la misma
proporcion.

(ili)  Si € <1, los rendimientos a escala son decrecientes, 0 sea, ante una expansion
proporcional igual en todos los insumos, el producto se incrementa en una
proporcion menor.

De la expresion (11) surge que en el primer caso (& >1) la elasticidad del costo total es
menor que la unidad; en el segundo caso (& =1) es igual a la unidad y en el tercero
(e <1) es mayor que la unidad. Por ejemplo, si los dos factores se expanden en la



misma proporcion, el costo total aumentard en esa misma proporcion -expresion (10);
lo que ocurra con el producto total depende del valor de la elasticidad de productividad:
asi, si € >1 el producto crece en una proporcién mayor; por consiguiente, en este caso,
el cociente entre el incremento porcentual en el costo total y el incremento porcentual en
el producto total -0 sea, la elasticidad del costo total- es menor que la unidad.
Explicaciones similares pueden darse para valores de la elasticidad del costo total
mayores o iguales a la unidad.

Si € =h =1, o sea, los rendimientos a escala son constantes, se verifica que

dA _dc _dQ

de modo que el costo medio permanece constante.
Si € =h >1, o sea los rendimientos a escala son crecientes, se verifica que

dA _dC _dQ

A C Q
de modo que el costo medio es decreciente.

Finalmente, si € =h <1, o sea los rendimientos a escala son decrecientes, se verifica
que

A C Q

de modo que el costo medio es creciente.

Estos resultados pueden obtenerse hallando la elasticidad de la funcién de costo medio

(Cco
H
KCMe :Jg:dicg—lzf(—l
dQ C dQcC
Q

La elasticidad del costo medio es igual a la elasticidad de la funcion de costo total
menos la unidad.

Si k =1(rendimientos constantes a escala), k., =0 Yy el costo medio permanece
constante; si k >1(rendimientos decrecientes a escala), K., >0 Yy el costo medio es
creciente; finalmente si k <1(rendimientos crecientes a escala), K., <0 Yy el costo
medio es decreciente.

Como expresa Allen (1966), “una aplicacion menos admitida generalmente, pero
extraordinariamente util, del concepto de elasticidad, se halla en el anélisis del problema
de costo... Esta aplicacién presenta un notable contraste con la elasticidad de la



demanda. La ultima se refiere a la cantidad media (ingreso medio) y nos permite
determinar, comparando su valor con la unidad, si la correspondiente cantidad total
(ingreso total) crece o decrece. La situacion es completamente distinta en el problema
del costo. Aqui la cantidad total (costo total) crece para todos los valores de la cantidad
producida y su elasticidad se define y utiliza para deducir las propiedades de la cantidad

media (costo medio).” (pag. 255)

1.1. REPRESENTACION GRAFICA
Si la funcién de produccion es de rendimientos crecientes (decrecientes) a escala, las

isocuantas que representan aumentos absolutos iguales en la cantidad de producto
estaran cada vez mas proximas (alejadas) unas a otras. En el grafico 2 hay rendimientos

Gréfico 2
crecientes entre q° y g* y luego rendimientos decrecientes.

K
KK“W K®

K2
K \
KO

Si el precio de los factores esta dado y el precio del capital es r = 1, el costo total de
obtener los niveles de produccién en términos de K es igual a K, K%, ..., K®. Si se
relaciona el grafico en el plano de insumos con el del costo en funcion del nivel de

producto, se obtiene

K

0 \La2g3 5 6
q q

¢’ q'd’q” ¢*



1.2. PROBLEMAS

Problema N°1

Dada la funcion de produccion Cobb-Douglas

q=ALK” (1)
(i) Demostrar que la funcion indirecta de costos es

B
Jrﬁ B.w/

c*(wrg)="] +8 g /avs 2)

+B

e
— 1 1 + g+’B S
donde J %fgégg(a B) E 0

(i) Analizar los rendimientos a escala utilizando las elasticidades de productividad,
del costo total y del costo medio.

Problema N°2

A partir de la funcion de produccion de tipo Leontieff

q=mind-, H
U v

obtener la funcién indirecta de costos

C*(w,r,q)=(uw+vr)g

Problema N°3

Obtener las funciones de costos correspondientes a las siguientes funciones de
produccién de tipo Leontieff

q :min%g,gﬁgg

HuO'OvOf

q :min%ka%,gﬁg%%

fu0 'OvOo g

Analizar los rendimientos a escala.

10



NOTA SOBRE LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE
FACTORES

11



2. NOTA SOBRE LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE FACTORESEI

2.1. DEFINICIONE

La elasticidad de sustitucion entre factores fue introducida en la teoria econémica por
J.R. Hicks (1964) para medir la mayor o menor intensidad de decrecimiento de la tasa
marginal de sustitucidon al variar la combinacion de factores a lo largo de una isocuanta.
Sean Ky L (capital y trabajo, respectivamente) dos factores productivos. A partir de un
punto (KO, L°)sobre una isocuanta, d(K/L) representa la variacion en el uso del factor K
en relacion al factor L (0o sea, la variacion del capital por trabajador), y
d(— dK/dL) =d(f_/f,) lacorrespondiente variacion en la tasa marginal de sustitucion
(o sea, la variacion del cociente de las productividades marginales). La razén de estos
diferenciales, expresada en términos porcentuales —para hacerla independiente de las
unidades de medida—, se define como la elasticidad de sustitucion entre los factores.
Formalmente,

dEE
0oL O

SN
g=_U f O _ Df [ 1)
de-+ dIng-*
fi fi
fL
fK
2.2. OBTENCION MATEMATICA
2.2.1 Caso general
Sea la funcion de produccion con dos factores productivos
q=f(K,L) (@)
La ecuacion de una isocuanta viene dada por
q” = f(K,L) ©)

que indica las combinaciones de K y L que permiten obtener el nivel de produccién q°.
Hallando el diferencial total de (3) se obtiene

* Revision y actualizacién de la “Nota sobre la elasticidad de sustitucién entre factores”, A. Porto,
Cuadernos, N2 34, UNLP, La Plata, Julio de 1980. Se agradece la colaboracion de Josefina Posadas.

®R.G.D. Allen (1966), p4g.334 a 337.

12



dg® =0 = f, dK + f,dL

—diK:L (4)
d f,

La expresion (4) se define como la tasa marginal de sustitucién entre factores. Indica la
cantidad del factor K que se puede liberar del proceso de produccion al agregarse una
unidad adicional de L de modo de mantener inalterado el nivel de produccion.

Derivando (4) con respecto a L, se obtiene la variacion de la pendiente de la isocuanta,

GRA:
d’K _ fkdD 1 0O dK K

O
= =- f f.+f f -f f,-f fo.—
sz dL fK LL 'K LK 'K dL L "KL L 'KK E

o

—

que utilizando (4) y reordenando puede expresarse,

d?K
dL?

1
:f3[2fLK fofe —fu sz = fuk sz] 5)

K

La ecuacion de una isocuanta viene dada por la expresion (3). En el caso normal, la
pendiente es negativa ya que ambas productividades marginales son positivas
(expresion (4)) y la isocuanta es convexa al origen (funcién de produccién cuasi-
cdéncava) indicando que la tasa marginal de sustitucion entre factores es decreciente (la
expresion (5) es positiva).

A partir de una combinacion dada de los factores (KO, L°) puede obtenerse la variacion
en el uso del factor K en relacion al factor L,

q BKH: dK.L —ZdL.K
oL O L
y completando tasas de cambio,
K
d
L a

K K L ©
L

Del mismo modo puede obtenerse la correspondiente variacion en la tasa marginal de
sustitucion,

JAf Ez df, f, —df, f,
fy

f ?

13



y completando tasas de cambio

f, E
f, O_df, _df, )

fo
fK

Reemplazando (6) y (7) en (1) se obtiene,

dK _dL
- K L
7T it ©
fo Ty
donde los diferenciales corresponden a una variacion a lo largo de una isocuanta.
Las variaciones de las productividades marginales vienen dadas por,
df, = fdK + f, dL 9)
df, = f(dK + f_ dL (10)

Por tratarse de una variacion a lo largo de una isocuanta, dK y dL no son independientes
sino que deben cumplir con (4) de modo de mantener el nivel de produccién inalterado.
A partir de (4) se obtiene,

dK = -1l (11)
fi
K f KL

Remplazando (9) a (12) en (8) y reordenando se obtiene la expresion para la elasticidad
de sustitucion entre factores en funcion de las derivadas parciales —primeras y
segundas— de la funcion de produccion,

o= ffu(f L+ fK)

- \ 13
KL fu fio fo = F f2 = fc £2) (13)

14



2.2.2. Propiedades de las funciones homogéneas de grado unoEI

Si la funcion (2) es homogénea de grado uno (rendimientos constantes a escala) se
verifica que

f (K, tL)=tf (K,L)=tq t>0

0 sea, incrementando todos los factores en una proporcion t, el producto crecera en esa
misma proporcién. Como t es una constante arbitraria, haciendo t =1/L se obtiene

q K K
T =fOe A= = 14
; ET E g(o) p=1 (14)
Siendo,
q=_Lg(p) (15)
se obtienen,
1 K 1
fL=g+gBr7 =g-g'p (16)
0O L°0O
Il 1
fe=Lg'~=9¢ (17)
L
K
fo=gH K 18
« 9@‘9@ (18)
K
fo=g 19
W=D (19)

¢ Ver R.G.D. Allen (1966), p.307-314.Las propiedades de las funciones homogéneas de grado uno, que
interesa destacar, son: (i) el producto por trabajador puede expresarse en funcién de una sola variable, el
capital por trabajador, (expresion (14)); (ii) las productividades marginales de los factores(fK, fL)
dependen solo del capital por trabajador, o sea, son homogéneas de grado cero con respecto a las
variables K y L (expresiones (16) y (17)); (iii) se cumple el teorema de Euler (expresion (21)); (iv) las
derivadas parciales segundas directas se pueden expresar en funcién de la derivada segunda cruzada
(expresiones (22) y (23)).

15



(20)

donde

9'>0;

9-9'p>0;

g"<0

0 sea, las productividades marginales son positivas y decrecientes.

Utilizando (16) y (17) se verifica el cumplimiento del teorema de Euler.

fL+f . K=q (21)

A partir de (18) a (20) se obtienen las siguientes relaciones entre las derivadas parciales
segundas, directas y cruzadas,

L
< fa (22)

f (23)

2.2.3. Caso particular de funciones homogéneas de grado uno

Reemplazando (22) y (23) en (13) y reordenando, se obtiene,

, fK fL(fLL+fKK) \ (24)
2 2 2,2
fo (2, FLKL+ £2K? + £,212)

De la expresion (21) surge que el paréntesis del numerador es igual a q vy el
denominador es igual a g% reemplazando se obtiene la ex%esién de la elasticidad de
sustitucién, valida para funciones homogeéneas de grado uno.

0‘:@ (25)
fd
0
g="9("p9) (26)
9" g

" En H.L.Dieguez y A. Porto (1972), pag. 16-18, se obtiene a partir de (13) una expresion vélida para
funciones homogéneas de cualquier grado.

16



2.3. REPRESENTACION GRAFICA

2.3.1. Representacion grafica en el plano de insumos

En el grafico 1, la combinacion de factores K/L viene dada por la pendiente de OP. La
tasa marginal de sustitucion por la pendiente de la tangente a la isocuanta en el punto P.
La elasticidad de sustitucion puede visualizarse graficamente como la razon entre la
variacion porcentual de la pendiente de OP y la variacion porcentual de la pendiente de
la tangente a la isocuanta en el punto P, cuando el punto P se mueve a lo largo de la
isocuanta.

Grafico 1

A
K

2.3.2. Representacion en el plano tasa marginal de sustitucion - utilizaciéon media
de factores

Utilizando (16) y (17) se obtiene la tasa marginal de sustitucion entre factores,

T _ ' (27)
f. 9-pg
Derivando con respecto a p
dg'x E
f "
LU- 99 <y (28)
dp (9-p9")

0 sea, ante un aumento en la cantidad de capital por trabajador, la productividad
marginal del capital relativa a la del trabajo disminuye. Para una funcion dada de
produccion, la relacion entre f, /f_y p se representa con una curva como R del
grafico 2.

17



La elasticidad de la curva R es la elasticidad de sustitucion; la elasticidad en un punto
puede representarse graficamente en forma similar a la elasticidad de la demanda por un
bien.

Grafico 2
T
f, 4
C N
\\
\\
N\ S
B AN
AN R
AN
AN
SN
- >
O A D p

p =OA=BS
f« —Ar =
~K =0B = AS
L
T
o= 9 of. _AD_AS _AD
f«x, p AS OA OA
d(-"*)
fL
6
o= 55 PB_OB
BC BS BC

2.3.3. Reppesentacion en el plano de producto por trabajador — capital por
trabajado

La relacion entre el producto por trabajador y el capital por trabajador - dada por la
expresion (14) - puede representarse como se indica en el gréafico 3.

® Esta representacion gréfica fue tomada de F.S.T. Hsiao (1969).

18



Grafico 3

q/L

. —

Si rigen condiciones competitivas serd, en el punto de equilibrio B,

r= g' E = ﬁ (29)
SE  0Q

w=g-py F=AB-0ACER =0sH (30)
O SE 0

donde w y r son las remuneraciones unitarias del trabajo y el capital, respectivamente,
en términos el bien g; el precio relativo de los factores es

) (31)

Si cambia w, derivando (14) y (30) resultan,

o H
OLOo_ ..0p
ow ow

(32)

9
1= —pg"a'v?l (33)

de donde se obtiene, reemplazando y completando elasticidad,

19



o0 o
OLow _ _9'(g-pg) (34)
ow 9 9pg"

L

que es igual a (26), o sea, la elasticidad de sustitucién. En el gréafico 3, a partir del punto
inicial dado por el precio relativo de los factores OQ se tiene que

o2

CLO_CB _AB _
q AC AC

—

ow _SS'_ DB _AB
w OS AD AD

AB'

ac
O-: 1 1

AB'_,

AD

y o serd mayor, menor o igual a 1 segiin A’D sea mayor, menor o igual a A'C.

En este caso no sélo queda representada la elasticidad de sustitucion en el plano de
producto por trabajador-capital por trabajador, sino que puede visualizarse facilmente si
la elasticidad de sustitucion es mayor, igual o menor que la unidad.

2.4. APLICACIONES

2.4.1. Participaciones relativas de los factores en el ingreso

La participacion relativa de los factores en el ingreso se define con la expresion

rk
a=— 35
i (35)

Hallando el diferencial total se obtiene,

(drK + rdK wL — (dwL + dLw)rK

(wi )’

y completando tasas de cambio y reordenando

da [k _dg in_irg -

LDDW r

da =

20



Bajo condiciones competitivas la remuneracion unitaria de cada factor es igual a su
productividad marginal [ver expresiones (29) y (30)]; reemplazando (8) en (36) y
reordenando se obtiene,

da _f_1[pK _dip

@37)
a [0 omK LO

Ante una expansion en la dotacion de factores, la participacion relativa de los factores
queda inalterada: (i) si ambos factores se expanden a la misma tasa; y/o (ii) si la
elasticidad de sustitucion es igual a la unidad.

Si un factor se expande a una tasa superior a la del otro factor (por ej. dlf > d—L) su
participacion relatlvaﬁumentara (disminuird) si la elasticidad de sustitucion es superior
(inferior) a la unidad.

2.4.2. La elasticidad de sustitucion como determinante de la elasticidad de la
demanda de un factor

En esta seccion se analizara la elasticidad de sustitucion como determinante de la
demanda derivada por un factor de produccion. Para aislar el efecto de la elasticidad de
sustitucion se trabajara con un caso sencillo que consiste en indagar como se modifica la
demanda derivada de un factor (por ejemplo L) cuando su precio varia exdgenamente
permaneciendo constante la cantidad producida y el precio del otro factor. Si se desea

alcanzar el nivel de produccion g, al minimo costo, siendo la unidad de produccion
receptora de precios en los mercados de factores, el problema consiste en minimizar

C=wL+rK
sujeta a la restriccion
° = f(L,K)

Formando la funcion de Lagrange y derivando con respecto a L, K A se obtienen las
condiciones de primer orden,

w-A.f, =0

% En el punto 3.2. se represent6 la elasticidad de sustitucién como la elasticidad de la curva R en el

_ . U T A i 1o etastic
diagrama tasa marginal de sustitucion ; —utilizacion media de factores L Si la elasticidad de
gL
L

sustitucion es mayor (menor) que la unidad, un incremento del empleo de K en relacién a L, incrementa

e 1 prconcion v, < £ = T T ot by
(disminuye) el &rea bajo la curva que mide la participacion relativa, f— L =— . ; el area bajo la
w
L

curva queda inalteradasi 0 =1 y/o si Ky L se expanden en la misma proporcion.
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r-A.f, =0
0o — f(L,K)=0 (38)

siendo la condicién de segundo orden

“Af, -Af, -1,
“Af —Afg —f|<0 (39)
—f,  -f, 0

que se cumple si la curva de indiferencia es convexa hacia el origen de coordenadas (ver
expresion (5)).

Si varia w se modifican los valores de L, K, y A, pero de un modo tal que en el nuevo
punto de equilibrio se siguen cumpliendo las condiciones (38).

Derivando con respecto a w y resolviendo para L, se obtiene

2
aiL = - f'— fK 5 5 (40)
ow (2fLK fL fK - fLL fK - fKK fL w
reemplazando (13) en (40) y completando la elasticidad
oL w
A=——=(@1-y,)0 41
L T ow L d-v) (41)

L]

siendo Y,, la participacion del factor L en el costo total.”™ De la expresion (41) surge
que la demanda por un factor serd mas elastica cuanto mayor sea la elasticidad de

sustitucion entre factores B‘LL > OB
o 0O

En el grafico 4 las isocuantas A y B, representativas del nivel de produccion q°,
corresponden a dos tecnologias con diferente elasticidad de sustitucion (mayor en B que
en A). Si la pendiente de CD representa el precio relativo de los factores, el punto inicial
de equilibrio en ambas tecnologias serd P y la utilizacion media de factores vendra dada

10 a solucién mas general (bajo condiciones competitivas) para la elasticidad de la demanda derivada,
en el caso de dos factores, es la dada por Hicks (1964),

_on+te)+y,en-o)
e+n-y,n-o)
donde &,1,Y,, son, respectivamente, la elasticidad de oferta del factor cooperante (en el caso normal

positiva), la elasticidad de la demanda por el producto (definida positiva) y la participacion del factor L en
el costo total. El caso del texto, en el que tanto r como q permanecen constantes, puede obtenerse a partir
de la expresion de Hicks considerando elasticidad infinita para la oferta del factor cooperante y demanda
perfectamente inelastica para el producto. Extrayendo factor comin &€ en el numerador y denominador

de la expresion de Hicks y hallando el limite cuando & — oo se obtiene A, =y, /7 + (1 -, )0 que es

L

el caso analizado por Allen. Si, ademés, 17 =0, entonces A, = (1—,,).0 que es el caso del texto.
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por la pendiente de OP; en ambas tecnologias se ocuparan L, trabajadores y K capital.

Si r aumenta , el precio relativo de los factores vendra dado por la pendiente de C’D’ 6
C”D”; el mismo nivel de produccion se obtiene en ambas tecnologias utilizando mas del
factor mas barato y menos del factor mas caro; pero la sustitucion serd mayor en la
tecnologia con mayor elasticidad de sustitucién (en este caso B). Puede observarse en el
grafico que ante el mismo incremento porcentual en r, la disminucién porcentual en K

. - ... KK
es mayor en el caso de la tecnologia con mayor elasticidad de sustitucion (007K2 en B

0

Versus KoKy en A).
OK,

Grafico 4
A
K B
A
C
P
Ko ~
K, c 7‘ A P
.
K, O o
/ B
>
>
Lo L; L, L

2.5. PROBLEMAS

Problema N°1

Reemplazando (5) en (13) se obtiene
_ f Of, L+ f, [K)

o= 2

dL?

(42)

K 0L,

De la expresion (42) resulta que el valor de o depende de la curvatura de la isocuanta
2 2
(K OK
dL dL
d’K
dL?

=0, 0 > y la funcion de produccion es lineal. Si

- 0,0 - 0 ylafuncion de produccion es del tipo Leontief.
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Hallar expresiones explicitas para los dos tipos de funciones de produccion (lineal y
Leontief) y representar graficamente.

Problema N°2
Hallar el valor de la elasticidad de sustitucion para la funcién Cobb-Douglas.
q=AL" [K"™
Problema N°3

Hallar el valor de la elasticidad de sustitucion para la funcion de produccion CES

1
q:[aEL"+bEKP]E 1> p=-w
Analizar los casos especialesde p =1, 0 =0;p = —oo.

Problema N°4

Dadas las funciones de produccién de rendimientos constantes a escala A y B, que son
tangentes en el punto n, determinar en cual es mayor la elasticidad de sustitucion.

A
A
q/K == 7 B
////
//
4
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
>

Problema N°5

A partir de las expresiones (40) y (41) representar una isocuanta y la correspondiente
funcion de demanda por el factor L para los casos de 0 =0;0 = 0,0 <0 < 0,
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3. NOTA SOBRE DUALIDAD EN LA PRODUCCION TECNOLOGIA Y COSTOS: LA
ISOCUANTA Y EL ISOCOSTO

3.1. DUALIDAD

El término dualidad se aplica usualmente a pares de problemas que son formalmente similares
excepto que se ha cambiado el rol de las cantidades y de los precios, y/o que un problema de
maximizacion se ha caiado a otro de minimizacion, y/o que se han cambiado la funcién
objetivo y la restriccion L

La dualidad esta relacionada con la optimizacion: si se define un problema de optimizacion en
términos de cantidad% hay un correspondiente problema definido en términos de precios que
tiene el mismo valor® La dualidad permite elegir, en base a la conveniencia, el trabajar con
uno u otro enfoque. La coeniencia puede resultar de la facilidad del trabajo analitico y/o de la
posibilidad de estimacion 22

Una de las aplicaciones de la dualidad es la relacion entre la funcion de produccion y la funcién
de costos de una firma. El principio fundamental de la dualidad en la produccion es que la
funcion de costos de la firma reune toda la informacion econdmicamente relevante de la
tecnologia. En esta nota se extienden algunos de los resultados disponibles sobre el tema.

3.2. CARACTERISTICAS DE LA FUNCION DE PRODUCCION

Hay cuatro caracteristicas de la funcion de produccion que son relevantes para el analisis
econémico (Brown, 1966). Dos se refieren a la relacion entre las cantidades de factores y la
cantidad (méxima) de producto; las otras dos se refieren a relaciones entre los factores, para un
nivel dado de produccion.

3.2.1. Relaciones factores-producto: eficiencia de la tecnologia y rendimientos a
escala

Las dos caracteristicas que van de factores a producto son la eficiencia de la tecnologia y los
rendimientos a escala. La eficiencia es una escala de transformacion de los factores en cantidad
de producto: dadas dos tecnologias, A y B, es mas eficiente tecnolégicamente la que con la
misma cantidad de factores permite obtener la mayor cantidad del producto. Los rendimientos a
escala relacionan la variacion porcentual igual en todos los factores con la variacion porcentual
resultante en el producto. Sea una funcién Cobb-Douglas del tipo

q = f(L,K) = AL°K?

donde g es el producto, L y K los factores trabajo y capital y A,a, B pardmetros tecnoldgicos. A
es el parametro que representa la eficiencia de la tecnologia; a + 3, que es igual a la elasticidad
de productividad (€), representa los rendimientos a escala. Si se utiliza el dual, o sea, la funcion
de costos, el parametro A aparece dividiendo —a mayor eficiencia tecnoldgica, menor costo

1 Mas Colell, Whinston y Green (1995), pag. 58 y pag. 63 y siguientes.
12 |_uenberger (1995), pag. 8.
13 varian (1992), pag. 91-93; Jehle (1991), pag. 183.
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total- en tanto que los rendimientos a escala se expresan con la elasticidad del costo total (k),
verificandose que

M|

Resumiendo, el pardmetro A esté en relacién directa con el producto total y en relacion inversa
con el costo total; la elasticidad de productividad total es la inversa de la elasticidad del costo
total. Estas relaciones duales corresponden a las dos caracteristicas de factores a producto de la
funcion de produccion.

3.2.2. Relaciones entre factores para un nivel dado de produccion: intensidad de
uso de factores y elasticidad de sustitucion

Las otras dos caracteristicas se refieren a la relacion entre factores para un nivel dado de
produccién y son la intensidad de uso de factores y la elasticidad de sustitucion. La intensidad
de uso de factores se refiere a la relacion K/L utilizada en el proceso de produccion. Si dos
tecnologias enfrentan las mismas ofertas de factores (precio relativo de los factores) y en A la
relacion K/L es mayor, esa tecnologia es intensiva en K, comparada con la tecnologia B. La
elasticidad de sustitucién indica la mayor o menor dificultad de sustitucién entre factores al
moverse a lo largo de una isocuanta. Es la relacion entre la variacion porcentual en K/L y la

L f w - . -
variacion porcentual en —=— = — . Estas dos caracteristicas pueden estudiarse utilizando la

fe r
funcién de produccion o, en el dual, la funcidn de costos. En lo que sigue se presentan en forma
simple estas relaciones duales.

3.3. DUALIDAD ENTRE LA ISOCUANTA Y EL 1SOCOSTO. DETERMINANTES DE LAS
CURVATURAS

Dada la funcion de produccion con un producto (q) y dos factores (L,K)

q = f(L, K)
la ecuacion de una isocuanta viene dada por

g’ =f(LK) 1)

que indica todas las combinaciones de L y K que permiten obtener g°. La tasa marginal de
sustitucion entre factores dK/dL indica cuanto de K puede liberarse si se agrega una unidad de L
y el nivel de produccién se mantiene constante,

R e @
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donde w y r son los precios de L y K. La igualdad entre la tasa marginal de sustitucion vy el
precio relativo de los factores es la co’rﬁicién de minimizacion del costo. La variacion de la tasa
marginal de sustitucion viene dada po

d’K 1
de f_3(2fLKfoK : fLLfE - fKKff) 3)
k

que es positiva si la dificultad de sustitucion es crecient fi, fk son las derivadas primeras de
la funcion de produccién —las productividades marginales- y fi, fkk, fuk las derivadas segundas,
directas y cruzada.

La elasticidad de sustitucion entre factores, en términos de las derivadas primeras y segundas de
la funcion de produccién, viene dada por

d(K/L)
_ (KL)  _ (f L +FK)f )
- - 2 2 (4)
d{f, /1) @fLffe —fufe — fifOLK
(FL /)
Reemplazando (4) en (3) y reordenando resulta
d’K K1
2 = Yu 272 o ()
dL @l-vy,) Lo
wL L
donde y, =-————— es la participacion del factor L en el costo total. y, representa la

(wL +rK)
intensid de uso de trabajo de la tecnologia: ceteris paribus, cuanto mayor y,,, mas intensiva en
trabajo.
La expresion (5) da la relacion entre la isocuanta y las dos caracteristicas entre insumos de la
funcién de produccion: la isocuanta sera mas curvada (mayor dificultad de sustitucidn) cuanto
mas intensiva en trabajo sea la tecnologia y cuanto menor sea la elasticidad de sustitucio 5T)

La misma informacién esta contenida en la funcion de costos. Sea
C" =C(w,r,0q)

La funcion indirecta de costos. El isocosto para el nivel de produccidn g es

YRecordar que como se trata de un movimiento a lo largo de una isocuanta, al modificarse L debe también
modificarse K.

15 Es la condicién de convexidad de la isocuanta que en el caso de dos factores es también la condicién de cuasi-
concavidad de la funcién de produccion

'8 Dado un cierto precio relativo de los factores es mas intensiva en trabajo la tecnologia con mayor L/K. En esa
tecnologia sera mayor w.L / r.K; utilizando la expresion del costo total C = wL + rK y operando se demuestra que v,
sera mayor.

a(de) a(dZK)
dL? dL?
Yosea, ——— >0y ———<0
oy, 00
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C, =C(w,r,q") (6)

siendo la pendiente

- ™

Como expresa Varian (1992, pag. 90) existe una “nice duality”: la pendiente de la isocuanta es
igual a la razon de precios de los factores (expresion (5)), en tanto que la pendiente del isocosto
es igual a la razon entre las cantidades de factores (expresion (7)). Varian demuestra
geométricamente que las curvaturas estan relacionadas en forma inversa, de modo que si el
isocosto es muy curvado la isocuanta lo serd muy poco y viceversa. Pero no queda claro el papel
de las dos caracteristicas de la funcion de produccion como determinantes de esas curvaturas,
tema que para el isocosto se trata a continuacion.

La variacion de la pendiente del isocosto es
K
d2w 40 (F L +K)?

- - 8
d2r ~ dr  APQRf, f f - 2 - f FOLK ®)

donde A es el multiplicador de Lagrange en la minimizacién del costo (A=costo

. w r - .
marginal=— = —). Utilizando (4) y operando se obtiene
L K

d’w _(1-y,) w
= Y~ —0o 9
dzr yi r.2 ()

El isocosto serd menos curvado (mas dificil la sustituciér]ﬁcuanto mas intensiva en trabajo la
tecnologia y cuanto menor sea la elasticidad de sustitucion:

De la comparacion de (5) y (9) resulta otra interesante dualidad, ademéas del cambio de roles de
las cantidades y los precios de los factores: la intensidad de uso de factores y la elasticidad de
sustitucion juegan en forma inversa en determinar las curvaturas de la isocuanta y el isocosto.

'8 para obtener la expresion (8) debe tenerse en cuenta que al cambiar el precio de un factor se modifican
tanto K como L ya que el producto permanece constante.

a(dzw) a(d"w)
dr? dr?
¥Oseq, ———<0y———>0
oy, 0o
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3.4. PROBLEMAS

Problema N°1

Utilizando la funcion de produccion Cobb-Douglas con rendimientos constantes a
escala

q - LO( Kl—O(

aEdeD
0—0O
L 5

hallar (2), (3), (7) y (9). Hallar
oa

e interpretar el significado.

Problema N°2

Repetir el andlisis anterior utilizando la funcién CES con rendimientos constantes a escala

1

Q=(a L’ +a,K?)*

Mk 0O
aEI?D

o

Siendo o =1/ (1 - p); a.> 0; ax>0. Hallar también e interpretar su significado.

Problema N°3

Demostrar que en la funcion Cobb-Douglas la elasticidad de la demanda derivada por el factor
Les

oL
NE-ea-y,)=0-0)
w
en tanto que para la funcion CES es
)\L = (1 - yw)o

a. Interpretar los resultados.
b. Verificar el cumplimiento o no de las leyes de la demanda derivada de Marshall.
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4, NOTA SOBRE EL MODELO DE MAXIMIZACION DEL BENEFICIO. MODELO DE UNA
FIRMA COMPETITIVA. UN PRODUCTO Y UN FACTOR VARIABLE

4.1. EL MODELO. FUNCIONES DE DEMANDA POR EL FACTOR Y DE OFERTA DEL
PRODUCTO

La firma es un intermediario entre los mercados de factores, donde adquiere los
servicios de los factores productivos, y los mercados de productos, donde vende su
produccién. La firma transforma los servicios de los factores en productos, sujeta a las
restricciones técnicas incorporadas en su funcion de produccion. En forma sintética,

Curvas de oferta

/ de factores (o gasto medio)

R de los factores
E de mercados
S
T

Unidad de R

9 Curvas de demandas

I

R;ZSU;CLOF c C de productos_J (4 jngreso medio) de
C los productos
I
C tecnoldgica __y Funcion de produccion: cantidad maxima de
N producto para cantidades dadas de los factores.

o

En el caso del modelo de una firma competitiva de un producto y un factor variable,

~

WA r
de factores
> >

de mercados I K

PA
de producto —
>
q

“=1f(L)  Funcién de produccion

Puntos tecnolégicamente
< f(L) factibles. Conjunto de

Unidad de
produccién

max 711= pF(L)—-wL
tecnoldgica

ZO—0O0O—xWHumxDo

osibilidades de produccion.

Puntos no factibles
tecnol6aicamente

-

0 Revisién y actualizacion de la Nota de Clase de A. Porto que con el mismo titulo se incluy6 en la
reedicion de Cuadernos N2 34, 1989.
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La primer decision que debe tomar la empresa es si produce o no; la respuesta surge en
este caso comparando magnitudes medias o totales. Comparando el ingreso total con
el costo total, la empresa solo producira si

~-C=20 (1)

0 seq, si el ingreso total (medio) es mayor o igual que el costo total (medio).

Si decide producir, las condiciones para un méximo de beneficio pueden obtenerse
considerando su actuacion como demandante de factores o como oferente de
productos (el resultado es exactamente el mismo).

Las condiciones para un maximo son

amr
a_|_ = pr -w=0 (2)
0%
o pf, <0 3)

La condicidn de primer orden (2) puede ser escrita
w = pf, (4)

que expresa que la remuneracion monetaria del factor (w) debe ser igual al valor del
producto marginal fisico (p.f ). La ecuacion (4) representa en forma implicita una
relacion funcional entre las variables L, w, p; resolviendo se obtiene

L*=L(w, p) (%)
que es la funcion de demanda por el factor.

La ecuacion (2) puede también expresarse como,

W_
]TL—p (6)

0 sea, el costo marginal (dC/ dQ = variacion en el costo total / variacion en la
produccion = wdL/dQ = w/ f, ) debe ser igual al precio del producto (en competencia
perfecta: precio = ingreso medio = ingreso marginal). Obsérvese que p es $ por unidad
del producto; w es $ por unidad de L; f, es el producto por unidad de L; del cociente
w/ f, resultan $ por unidad del producto.

Reemplazando (5) en la funcién de produccion se obtiene,

q*= f[L*(w, p)] )
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que es la funcidn de produccidn indirecta o funcion de oferta del producto.
La funcion de beneficio indirecta se obtiene reemplazando (5) en (1)
= pf [L* (p,w)] ~wL*(p,w) (8)

Esta funcion da el valor maximo del beneficio para cada vector de precios del factor y
del producto. Esta funcion de valor méximo tiene como argumentos las variables

exdgenas del modelo (p,w).

La expresion (5) es la funcion de demanda por el factor y la expresion (7) la funcion de
oferta del producto. Para obtener predicciones del modelo de maximizacion del
beneficio, sobre la respuesta de las variables endégenas (L, g) ante cambios en las
variables exdgenas (w, p), es necesario realizar el analisis de estatica comparativa.

4.2. ESTATICA COMPARATIVA

4.2.1. Variacion en w

Ante cambios en un parametro, la empresa ajustara su producciéon (u ocupacion del
factor); pero lo hara de un modo tal que en el nuevo punto de equilibrio la condicién de
primer orden se siga cumpliendo. Derivando (2) con respecto a w se obtiene,

por consiguiente,

a_ 1 _, (9)
ow  pfy,

4.2.2. Variacion en p
Derivando (2)con respecto a p,

oL
fL + prLEZO

o__ f

= >0 (10)
op  p.f

Estos resultados indican que el modelo de maximizacion del beneficio implica signos
definidos para las derivadas de la funcion de demanda por el factor [ecuacion (5)]; la
cantidad de L aumenta si p aumenta y/o si w disminuye.
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Es facil obtener la variacion de la cantidad ofrecida del producto; derivando (7) y
utilizando los resultados (9) y (10) se obtienen,

a_ ot
ow “ow pf,

<0 (11)

2
S TN (12)
op op  pfy

y la cantidad ofrecida aumenta si aumenta el precio del producto y/o disminuye el
precio del factor.

4.3. EL REQUERIMIENTO DE CONCAVIDAD DE LA FUNCION DE PRODUCCION

La condicidn (3) requiere que la funcion de produccién sea concava,

wip

L® L* L

En el gréfico, si w/p es el precio relativo (relacion entre el precio del factor y el precio
del producto, o sea, el “salario real”), el cumplimiento de la condicién de primer orden
implica la existencia de un maximo si la funcion es concava (en L*); en L,se trata de

un minimo (la funcién es convexa).

Para que exista un punto de maximo beneficio en un modelo de firma competitiva,
la funcidn de produccidn debe ser cdncava en ese punto.
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4.4, LA IMPORTANCIA DE LAS MAGNITUDES MEDIAS

La concavidad significa decrecimiento del producto marginal. La ley de las proporciones
variables, por otra parte, expresa que el empresario debe llevar a cabo la produccion en la region
de productividades medias decrecientes; ;cOmo se interpreta este requerimiento?

Si m=0

debe ser

pg = pf (L) 2 wL
0 sea,

f(L) _w
p

pero w/p = f, [ecuacion (5)]; por consiguiente,
(CH) e

y para que 1= 0, es necesario que el producto medio sea decreciente.

Una firma competitiva producira en un punto donde el producto medio sea
decreciente.

Siendo ¥ = costo marginal y fV\(III:) el costo medio, a partir de (13) se obtiene,

y, multiplicando por w,
W, wh (14)
f, o f(L)

y para que 71> 0, se requiere que el costo medio sea creciente.

Una firma competitiva producird en un punto donde el costo medio sea creciente.
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4.5. RESUMEN

* La curva de oferta de una empresa competitiva es la curva de costo marginal, a
partir del punto en el que el costo marginal creciente, excede al costo medio. Para un
precio inferior a CMe = CMa, la oferta de la empresa es cero.

* La curva de demanda por el factor es la curva de valor del producto marginal, a

partir del punto en el que el producto marginal decreciente, es menor que el producto
medio. Para un precio del factor més alto, la demanda del factor es cero.

4.6. REPRESENTACION GRAFICA

4.6.1. De la funcion de produccion a la funcién costos

Cv

Dado un cierto nivel de q (g°), la funcién de produccion expresa la cantidad minima de L (L%
requerida (Cuadrante I); dado el precio del factor se obtiene en el Cuadrante 1l el costo variable
total (CVT’) ese total se traslada en el Cuadrante 11 utilizando una linea de 45°; finalmente, en
el Cuadrante 1V se obtiene el costo variable total en funcion de g.
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4.6.2 La empresa como oferente del producto y como demandante del factor

q CVvT CVvT
f(L)
L q
Oferta de q
pPMe CMe CMa
pPMa CMa
\ CMe
/_\\\ \ /
s
L q

Demanda de L

4.6.3. Demanda por el factor, oferta del producto

L* = L(w, p)

L* = L(w, p), expresion (5);

ZL <0, expresion (9); movimiento a lo largo de la funcion;
W

SL >0, expresion (10); desplazamiento de la funcion.
P
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Nota: en este modelo, dados w y p, se determina L*; reemplazando en la funcién de
produccidn se obtiene g* que maximiza 7t.

q (w, p)

Po

g*= f[L*(w, p)], expresion (7).
g_q >0, expresion (11), movimiento a lo largo de la funcion.
P

g_q <0, expresion (10), desplazamiento de la funcion.
W

Nota: en este modelo, dados w y p, se determina g*; reemplazando en la funcion de
produccidn se obtiene el nivel de ocupacion L* que maximiza el beneficio. Los valores
son exactamente iguales a los del modelo anterior.

4.7. FUNCION INDIRECTA DE BENEFICIO Y RESULTADOS DE ESTATICA COMPARATIVA
UTILIZANDO EL TEOREMA DE LA ENVOLVENTE

Derivando (8) con respecto a w se obtiene
* *
om _( fL_W)aL L
W

ow

como pf, =w por (2) resulta,

o™ _ on
=L (|o,w)§=aVV en (DE (15)
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O sea, derivando la funcién de beneficio indirecta con respecto al precio del factor se
obtiene la funcion de demanda por el factor. Por envolvente, la derivada de la funcion
indirecta con respecto a un parametro, permitiendo que todas las variables enddgenas se
ajusten al nuevo valor de ese pardmetro, es igual a la derivada de la funcion de beneficio
directa (dada por (1)) con respecto al pardmetro, manteniendo todo lo demas constante.

Derivando con respecto a p se obtiene la funcion de oferta del producto,

o™ _ .1, Y

Bl f[L*(p,w)] + (pf, W)—ap

aﬂ*:q*(p W) %aﬂ en (]_)E (16)
op ’ ap

Las derivadas segundas directas de (15) y (16) dan la relacién entre el resultado de
estatica y la forma de m*,

o*rr* __oL*(pw)

= 0 17
ow? ow (1n
2 % *
om* _ 9 (pw) . (18)
op op

O sea, la funcién de beneficio indirecta es convexa en w y p.

™ ™

T (W°,p)

T (W,p°)

W P

La funcion de beneficio indirecta es decreciente en w y creciente en p. Es convexa en w
y en p. Las derivadas con respecto a w y p son, respectivamente, las funciones de
demanda por el factor y de oferta del producto.

Las derivadas segundas cruzadas de 77* son

— * 2 % *
0°mr* _ _oL* _0°m* _0q (19)
opow op owdp ow

y se obtienen los resultados (10) y (11) anteriores.

40



4.8. PRIMAL-DuUAL

Como 1m*(w, p) es una funcién de valor méximo, si se define una nueva funcién F
como la diferencia entre la funcion directa (1) y la funcién indirecta (8) se tiene que

F =m(p,w,L)-m*(p,w)<0 (20)

Esta nueva funcion serd negativa (por definicion de 71*) con un maximo cuando
coincidan. Derivando con respectoa L, P, y w,

oF =pf, —w=0 } “Primal” (21)
oL

oF

50 = )= flLx(pw)=0 (22)
OIF:) “Dual”

- == * = 2
" L+L*(p,w)=0 (23)

Las condiciones de segundo orden requieren que

pfu_ fL -1
H= f 997 00" g (24)

op ow

Loor e

op ow

y que los menores principales alternen el signo. La condicion de segundo orden implica
entonces,

pf,, <0 } “Primal” (25)
oq*

% >0 Resultados de estatica (26)
AL * comparativa

—< 0 “Dual" (27)
ow

Ademas, como el determinante es simétrico

dq oL Resultados de
“ow op > estatica comparativa (28)
“Dual”

Obsérvese que los resultados (25) a (27) corresponden a los menores principales de
orden uno (elementos de la diagonal principal de (24)). Los signos definidos se
mantienen en el caso de mas de un factor. Significan que en el maximo, el producto
marginal de cada factor debe ser decreciente, que la funcion de demanda debe tener
pendiente negativa con respecto al precio del factor y que la oferta del producto es
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creciente en el precio. La igualdad en (28) es un resultado general, pero el signo esta
definido en este caso por tratarse de un modelo con un solo factor variable.

4.9. PROBLEMAS

Problema N°1

La funcion de produccion de una firma viene dada por
q=AL" conA>0;0<a<1

La firma es receptora de precios en los mercados del factor (w) y del producto (P).
Se pide realizar el analisis de los puntos 1 a 8 de esta nota.

Problema N°2

La firma de los puntos 1 a 8 puede visualizarse como oferente en el mercado del
producto. El beneficio se define como

= pq-C*(w,q)

siendo las condiciones para un maximo

d—n:p—C’:O
dg

2
d 7ZT=_C“<0
dq

a) Hallar los resultados de estatica comparativa con respecto ap y w.

b) Sabiendo que C'= w expresa los resultados del punto a) de modo de obtener las
L

expresiones (11) y (12) de esta Nota.
Problema N°3
Suponer que la funcién de produccion de la firma es
q=f(LK)

La funcidn es homogénea de grado uno y la firma solo dispone de una unidad de K.
Expresar los resultados de estatica comparativa (9) a (12) en términos de la elasticidad
de sustitucion entre factores (o).
Recordar que par funciones homogeéneas de grado uno es

f f
o=+ "y f, :_IE fi
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NOTA SOBRE LOS MODELOS DE MINIMIZACION DE COSTOS Y
MAXIMIZACION DEL BENEFICIO
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5. NOTA S&:I%RE LOS MODELOS DE MINIMIZACION DE COSTOS Y MAXIMIZACION DEL
BENEFICIO

En esta nota se analizan algunos aspectos de la conducta de una empresa que actla
como receptora de precios en los mercados del producto y de los factores. EI empresario
Ileva a cabo el proceso productivo sujeto a las restricciones técnicas incorporadas en su
funcion de produccion, que indica la cantidad méaxima de producto que puede obtener
con determinadas cantidades de insumos. El anélisis se efectuard con el modelo mas
sencillo de un bien y dos factores.

Se presentan tres modelos: (1) minimizacion del costo de producir una cantidad dada
del bien; (2) maximizacion del beneficio; (3) maximizacion condicionada del beneficio.

5.1. MODELO DE MINIMIZACION DE COSTOS

Se hallaran las condiciones analiticas que garantizan que un cierto nivel de produccion
(q°) se obtiene al minimo costo. El problema es

min C =wL +rK Q)
sa. q°=f(L,K)

Formando la funcion de Lagrange,
Z=wL+rK +2lg° - f(L,K)| )

e igualando a cero las derivadas parciales con respecto a L, K y A, se obtienen las
condiciones de primer orden (CPO)

g—i:w—AfL:O 3)
0Z
=T =0 @)
0Z
5 =0 - f(LK)=0 ©)

La condicion de segundo orden (CSO) requiere que

-Af, AL L
APMC = _MKL _AfKK - fK <0 (6)
—f, -f, 0

2! Revisién y actualizacion de la “Nota sobre el Modelo de Maximizacién del Beneficio” de A. Porto,
UNLP, 1984, que con el mismo titulo se incluyé en la re-edicion de Cuadernos, N234, 1989. Se agradece
la colaboracion de Josefina Posadas.
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Si se cumple (6), el sistema de ecuaciones representativo de las condiciones de primer
orden, puede resolverse para las variables de decision (o variables enddgenas) en
funcién de los parametros (o variables exdgenas).

L* = L(w,r,qo) (7)
K* = K(w,r,qo) (8)
A*=Aw,r,q°) (9)

Las ecuaciones (7) y (8) son las funciones de demanda de factores para un nivel de
produccién constante —o0 sea, para movimientos a lo largo de una isocuanta.
Reemplazando en (1) se obtiene la funcion de costos indirecta,

c*=clw,rq°) (10)
que expresa el costo minimo en funcién de los precios de los factores y del nivel de
produccion.
Por el teorema de la envolvente,

*
aCO = a_zo = A* = costo marginal (CMa) (11)
og°  dq

A partir de la funcidn de costo indirecta también se obtienen las demandas compensadas
de los factores

oc* _oZ _  , 0
W —%—L (W,r,q)
oc* _oz _ ., 0
or _E_K w.r.a°)

Las derivadas segundas directas tienen signos definidos, dada la concavidad de la
funcién indirecta de costos. Estos signos indican una relacion negativa entre la variacion
del precio de un factor y la cantidad demandada,

9°C* _aL*
- = — <0
ow? ow

2~ % *
0°C _ oK <0
or? or

De las derivadas segundas cruzadas de la funcion de costos se obtienen los siguientes
resultados

9°C* _ d°C*
owor orow
oLx _ oK*
or ow
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5.2. MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS

En este modelo el problema es hallar las condiciones analiticas para la maximizacion
del beneficio,

max 711=Pf(L,K)-wL-rK (12)
Las CPO son

o

—=Pf, —w=0 13
3L L (13)
o

— =Pf, -r=0 14
K K (14)

Las CSO requieren que el determinante sea positivo

b [ T
y sus menores principales negativosEI

Pf, <0 (16)
Pf . <0 (17)

Suponiendo que se cumplen las CSO, resolviendo (13) y (14) se obtienen las funciones
de demanda de los factores,

L*=L*(w,r,P) (18)
K*=K*(w,r,P) (19)

Reemplazando (18) y (19) en (12) se obtiene la funcidn de beneficio indirecta,
= m*(w,r, P) (20)

que expresa el beneficio maximo en funcion de los precios de los insumos y del
producto.

Es interesante destacar que las CSO requeridas para un maximo beneficio NO son
necesarias para la minimizacign de costos. ElI cumplimiento de (6) NO implica el
cumplimiento de (15) a (17)™ Pero el cumplimiento de (15) a (17) implica que se
cumple (6).

22 En realidad, si (15) es positivo y uno de los menores principales es negativo, el otro necesariamente es
negativo.
% Por ejemplo, desarrollando (6) resulta

APMC :Al.fLL sz _ZfLK fL fK + fKK fL2J<O
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Por el teorema de la envolvente

orn* _ aj — —L*(W,r,P)
ow ow

om* _om _ - K *(w,r,P)
or or

E :al - *

oP  oP q*wr. P)

que son las demandas de los factores y la oferta del bien, en funcidén de los precios de
los factores y del precio del producto.

La funcién de beneficio indirecta es convexa en precios de los factores y del producto.
Esa convexidad indica los signos de estatica comparativa del modelo,

’m* _ oL*

= - >0
ow? ow
o°m* OK*

= - >0
or? or
2 % *
o' _ogq*
oP>  oP

0 sea, las cantidades demandadas de factores varian en relacion inversa con sus
respectivos precios y la cantidad ofrecida en relacion directa con el precio del bien.

A partir de las derivadas cruzadas de la funcidn de beneficio indirecta se obtienen las
condiciones de reciprocidad

a*m* _o*m*

owor  drow

_oL* _ 0K*
o ow

y f,, <0 no es condicion ni necesaria ni suficiente para A, < 0. No es condicion necesaria porque

fu_ ylo fKK pueden ser positivas (o cero) y cumplirse Ay <O si f|_K > 0 y predomina el segundo
término sobre la suma de los otros dos. No es condicién suficiente porque ambas fii pueden ser

negativasy Apye >0 si f,, <Oy predomina sobre la suma de los otros dos términos.
Supdngase que la funcién de produccién es homogénea de grado uno (rendimientos constantes a escala)
y que las productividades marginales son decrecientes, o sea, cumplen (16) y (17); en este caso

__ M9’ =
e LK < 0dado que f , >0 pero A,z =0.

Se cumple la condicion de minimizacién de costos pero no la de maximizacion de beneficios.
Similarmente, si los rendimientos a escala son crecientes, puede cumplirse (6) pero no (15).
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OwoP  dPow
_oL* _ag*
P ow
a’m* _o%m*
oroP  APar
_O0K* _0g*
P or

5.3. MAXIMIZACION CONDICIONADA DEL BENEFICIO

En este modelo se hallan las CPO y las CSO para un méaximo del beneficio
m=Pg-wL-rK (21)
donde q, L y K se consideran variables independientes, sujetas a la restriccion
q=f(LK) (22)
Formando la funcion de Lagrange

Z =Pg-wL-rK +A[f(L,K)-q]

e igualando a cero las derivadas parciales con respecto a ¢, L, K y A, se obtienen las
CPO para un méximo.

92 _p-r=0 (23)
aq
oz
T =——wH+Af, =0 24
LA (24)
oz
9% —r+ M, =0 25
> ‘ (25)
0z
%2 2 ¢(L,K)-q=0 26
= (L.K)-q (26)

Las CSO requieren que el hessiano orlado

f
Bocws = TR (27)
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ba]

sea negativo y que todos los menores principales sean positivos

Af, o Af 1L

APCMBll = AfKL AfKK fK > 0 (28)
fi f. 0
0o o0 -1

APCMBZZ = 0 /\fKK fK >O (29)
-1 f, 0
0 0 -

AF’CMB33 = 0 AfLL fL >O (30)
-1 f, 0

Las condiciones (27) a (30) ya han sido halladas en los dos modelos anteriores.

Desarrollando (27) se obtiene
APCMB =-A? (fLL fKK - fL2|< )< 0

que es igual a la condicion dada por (15) —obsérvese que por la CPO (23)es P =A.
En forma similar se obtienen

APCMBZZ ==X fKK >0
APCMBS3 ==X fLL >0

que son las mismas condiciones dadas por (16) y (17).

Pero para que el beneficio sea maximo, se requiere también que Az, Sea positivo y
ésta es la condicion para que los costos sean minimos, segin surge de (6). Apgypy; €Sta
implicada por la maximizacion del beneficio, pero no implica a las otras condiciones
requeridas para el maximo de beneficio.

Las CPO de este modelo no constituyen una estructura integrada. (24) y (25) son las
condiciones marginales requeridas para la minimizacion del costo. Si a estas dos
condiciones marginales se agrega (26) con q =q°, o sea, un nivel dado de produccion,
se trata del modelo 1; si se consideran (24) y (25) junto con (23) —que requiere la
igualdad del precio con el costo marginal— se trata del modelo 2; en este modelo se

obtienen las funciones de demanda de factores dadas por (18) y (19), que reemplazados
en (26) permiten obtener la funcion de oferta del producto.

q*=q*(w,r,P) (31)

24 “porder preserving principal minor”, o sea, los A, A,, Ay, que resulta de eliminar la primera filay

la primera columna, etc.; pero no A, que elimina la fila y la columna del orlado.

49



Los resultados de estatica comparativa de este modelo, con respecto a cambios en el
precio del producto son

g?’ =1 Igualdad de precio y costo marginal
*

oL*_ Ly >=< 0 (32)
oP A,

oK = —% >=< (0 (33)
oP A,

ai = —ﬂ > 0 (34)
oP A,

El signo de (34) esta definido porque esta implicado en las CSO; no ocurre o mismo
con (32) y (33) pues las CSO no imponen restricciones sobre los signos de A, y A,
(pero uno de los dos debe ser positivo y predominar para que la produccion aumente).

5.4. PROBLEMAS

Problema N°1

Realizar el analisis de esta nota utilizando una funcion de produccion
O<ac<l1

=L"K”
q 0<p<1

Interpretar los resultados para a + 3>=<1
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NOTA SOBRE ELASTICIDAD DE LA DEMANDA
DERIVADA
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6. NOTA SOBRE ELASTICIDAD DE LA DEMANDA DERIVADA

6.1. INTRODUCCION

La expresion mas general para la elasticidad de la demanda derivada por un factor de la
produccidn, en un modelo de competencia perfecta con dos factores traE&io (L) y capital
(K), cuyos precios son respectivamente w y r), es la dada por J.R. Hicks™;

__OLw_ o(n+e)+y,£(n-o)

" owL  n+e-y,.(n-0)

1)

donde,

o, es la elasticidad de sustitucion entre factores (definida positiva)

€ , es la elasticidad de la oferta del factor cooperante (en el caso normal, positiva)
n , es la elasticidad de la demanda por el producto (definida positiva)

y,,» €S la participacion del factor L en el costo total (necesariamente positiva)

Marshall formulé cuatro "leyes” sobre la elasticidad de la demanda derivada. Esas leyes,
en el orden en que Marshall las expuso, son las siguientes:

La demanda derivada por un factor de la produccion sera més elstica:
1) cuanto mayor sea la elasticidad de sustitucion entre factores;

2) cuanto mas elastica sea la demanda por el producto final ;

3) cuanto mayor sea su participacion en el costo total;

4) cuanto mas elastica sea la oferta del factor cooperante

Las "leyes" seran verificadas si las derivadas parciales de la expresion (1), con respecto
a cada una de las variables, tienen signo positivo.

0A, _ ([A-y,).(n+e)

_ 2
00 [n+e-y,-0)f ?
0A, _ A (e+0) 3
on [h+e-y,(n-o) X
0A, _(n+e).(e+0).(n-0) (4)

¥, h+e-y,m-0)

% Revision y actualizacion de la Nota de Clase de Alberto Porto “Elasticidad de la demanda derivada”
publicada en la Serie Cuaderno, N° 34, 1980. Colabor6 en esta revision la Lic. Josefina Posadas.

%6 En el modelo de Hicks (1964) se estudia la demanda derivada del mercado por factores productivos. En
su analisis supone condiciones competitivas en todos los mercados, dos factores y rendimientos
constantes a escala. Una forma alternativa al Apéndice de Hicks de obtener la expresion (1) del texto
puede consultarse en Dieguez y Porto (1972).
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oA _ Vl-y,).(1-0)
o [n+e-y,(n-o)

()

Las "leyes" primera, segunda y cuarta son validas dado que las expresiones (2), (3) y (5)
son siempre positivas. Pero la tercera ley no es vélida en todos los casos; aun
descartando los casos de € negativa, la expresion (4) sélo es positivasi n >0 .

La finalidad de esta nota es brindar una explicacion simple del significado de cada una
de las leyes de la demanda derivada.

6.2. LA DEMANDA DERIVADA A PARTIR DEL MODELO DE MAXIMIZACION DEL
BENEFICIO

Supdngase una empresa cuya funcién de produccion es
q=f(LK) (6)

que actla como receptora de precios tanto en el mercado del producto como en los
mercados de factores. La funcion de beneficio viene dada por,

m=p.f(L,K)-wL-rK (7)

Las condiciones de primer orden para un maximo son,

om
—aL:p.fL—w:O (8)
om
_aK:p_fk_rzo )

Las condiciones de segundo orden son,
p.f, <0 y fofue — fLK2 >0 (10)

Las condiciones de primer orden constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas (L, K); w, ry p son variables exdgenas para el empresario competitivo.

6.2.1. Estatica comparativa ante un cambio en w

Si varia w, se modifican los valores de L y K pero de un modo tal que en el nuevo punto
de equilibrio las condiciones (8) y (9) se sigan cumpliendo. Derivando las condiciones
de primer orden respecto de w se obtiene

oL oK
p'fLL'a_W+ p'fLK a_W =1 (11)
oL oK
oo —+p.fy — =0 12
P-Ther ow P- Tk ow (12)
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y resolviendo,

a_L = i <
ow p'(fLL'fKK - fLK2)

0 (13)

aiK — — i
ow p'(fLL'fKK - fLKz)

>=<0 (14)

Por condiciones de segundo orden, el denominador de las expresiones (13) y (14) es
positivo. La expresion (13) es negativa. La expresion (14) puede ser positiva 0 negativa;
en el caso general f,, >0 y por consiguiente la expresion (14) es negativa.

El efecto sobre L de un cambio en w puede descomponerse en dos partes:

() en primer lugar, un movimiento sobre la curva original de valor del producto
marginal, suponiendo que K se mantiene constante;

(i)  en segundo lugar, un desplazamiento hacia otra curva de valor del producto
marginal como consecuencia de que al variar w se altera la cantidad utilizada de
K.

O sea,

g o

an Iz}otal aW

oL oK
"

15
0K ow (19)

K constante
Los dos términos de la expresion (15) pueden obtenerse de (11). Haciendo Z—K =0

W
resulta,

oL
ow

1

(16)

K constante p f LL

La utilizacién de K varia segun la expresién (14). Esta indica que

oK :

6_w>0 si i <0y
oK .

%<O SI fLK >O,

siendo éste Ultimo el caso general. El segundo término de (15) es,

oL oK _ i <0 17
oK ow p-(fu-fux = fLKz)'fLL

La suma de (16) y (17) da el efecto total indicado por (13). Debe observarse que los dos
efectos acttan en el mismo sentido. Si cae w, L aumenta y si w sube, L disminuye.
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Gréafico N° 1

A
w
pf. (KOA pf, (K1
WO \...‘ A 03 .
Wl B KN ’C S D
Curva de demanda derivada
., de la empresa
-
O Lo I—10 Ll L

En el Grafico N° 1, p.f (K,) es la curva inicial del valor del producto marginal de L; el
punto A con coordenadas w, —L, es el equilibrio inicial; se ocupa K, del factor
cooperante.

Si w disminuye a w,, el ajuste puede descomponerse en dos partes:

a) elpasode L, a L, (o0 de A a C) sobre la misma curva del producto marginal; y

b) el paso de L, a L, (0o de C a D). La baja de w origina una variacion en K (de
cualquier signo) de K, a K, lo que produce un desplazamiento hacia la derecha de
la curva de valor del producto marginal de L.

Uniendo los puntos A y D se obtiene la funcion de demanda derivada por el factor L,
para la empresa individual.

El punto B corresponde al ajuste de L originado por el efecto sustitucién puro; si w cae
y la produccion se mantiene constante, L sustituira al otro factor (K). En el caso general,

cuando f,, >0 la curva del valor del producto marginal de L se desplaza a otra mas
baja (el punto B se ubica a la izquierda de C). En el caso en que f ,<Oel punto B
puede ubicarse a la derecha de C.

En el Grafico N°1 se observa que la curva de demanda es mas elastica que la curva del
valor del producto marginal. Formalmente este resultado puede obtenerse completando
elasticidades en (13) y (16) resultando,

oL w w. f

Al =——=- KK > (18)
ow L p.(f - fe — flk)L

ao=otw_ W (19)
ow L p.f .L

siendo,

A_, laelasticidad de la demanda derivada por el factor L
A1, la elasticidad de la curva del valor del producto marginal de L
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Comparando las dos Gltimas expresiones, se demuestra que

A >A
dada la desigualdad

1 1

>
(fLL'fKK - fLZK) fKK fLL

que se verifica si se cumplen las condiciones de segundo orden.

6.3. PRIMERA LEY DE MARSHALL

En el Grafico N° 2 las isocuantas AA y BB corresponden a dos tecnologias con
diferente elasticidad de sustitucion (mayor en B que en A). El precio relativo inicial de
los factores esta dado por la pendiente de CD. En ambas tecnologias se ocupan L,

trabajadores y K, unidades de capital. La pendiente de la recta OP representa la
utilizacion media de factores.

Si w disminuye, el precio relativo de los factores pasa de ser la pendiente de CD a ser la
pendiente de C'D” (que es igual a la de C”'D""); en ambas tecnologias aumenta la
utilizacion de L y disminuye la de K, pero el aumento porcentual en la utilizacion de L

, . .., Ll L,L
sera tanto mayor cuanto mayor la elasticidad de sustitucion (ﬁ en B versus ﬁen
0 0

A).

En el Grafico N° 1 el punto B estard tanto mas hacia la derecha del punto A cuanto
mayor sea la elasticidad de sustitucion. En el caso extremo en que la elasticidad de
sustitucion sea igual a cero, el punto B se ubicara sobre la paralela al eje de ordenadas
que pasa por A.

Esta es la primera ley de Marshall, que como se vio en el punto 1, es universalmente
valida (ver expresion (2)).

Grafico N° 2
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6.4. SEGUNDA LEY DE MARSHALL

Si se considera la empresa del Grafico N° 1 como empresa representativa, es evidente
que el nivel de produccion de esa empresa y el de la industria aumentara al caer w.

El aumento de la produccion reducira el precio y esto desplazara tanto las curvas del
valor del producto marginal como la curva de demanda derivada del Grafico N° 1, que
fueron construidas suponiendo p constante.

En el Grafico N°3 se representa la situacion en el mercado del bien g
C,es la curva de oferta del bien cuando w = w,
P, —d, €s la combinacion inicial precio - cantidad.

Si w disminuye a w, se desplazan hacia abajo las curvas de costo marginal de las
empresas y la oferta del mercado vendra dada por la curva C,

El precio y la cantidad del bien se ajustaran segun la elasticidad de la demanda. Si
n — ocel precio permanece constante y la cantidad de expande a g,. Si =0 la
cantidad permanece constante y el precio disminuye a p,. Si 0<n <wel ajuste se
logra en parte a través del precio y en parte a través de cantidad (por ejemplo, el par
p, —Q,en el gréfico 3).

Si el precio del bien no se modifica (7 — o) las curvas del valor del producto marginal
y la curva de demanda derivada del Grafico N° 1 no cambian. Si el precio baja se
desplazaran hacia la izquierda y la cantidad resultante para w;, estara tanto mas proxima

a D cuanto mayor sea la elasticidad de la demanda y més proxima a B cuanto mas
inelastica sea la demanda por el bien.

Esta es la segunda ley de Marshall que, como se vio en el punto 1, es universalmente
valida, (ver la expresion (3)).

Grafico 3
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6.5. TERCERA LEY DE MARSHALL

La tercera ley es la que ha generado dificultades dado que, ain dejando de lado los
casos de & negativa, solo se cumple si n>0o (ver la expresion (4)). Un problema

asociado ha sido el de encontrar una explicacion adecuada para la excepcion a la tercera
ley. En esta nota se incluyen algunas explicaciones propuestas y se presenta una
explicacion alternativa que se considera relevante.

Algunas de las explicaciones avanzadas para la tercera ley son las siguientes:

(i) J. R. Hicks: "Aun si nos limitamos solamente a los casos donde & es positiva,
(n y o deben ser positivas) la ... regla es solamente valida en la medida en que la

elasticidad de la demanda por el producto sea mayor que la elasticidad de sustitucion.
Por supuesto, en los casos usuales tomados para ilustracion de esta regla, se cumple
la condicion para su validez. Se supone que la demanda por el producto es elastica,
mientras que la sustitucién es dificil. Pero si la sustitucion es facil, mientras que la
demanda por el producto es inel&stica, la regla trabaja de otra forma. Por ejemplo, un
factor puede encontrar mas facil beneficiarse con una restriccion en la oferta si juega
una gran parte en el proceso de produccion que si juega una parte pequefia. ES
"importante no ser importante” solo cuando el consumidor puede sustituir mas
facilmente que el empresario. Alun si n >o, pero la diferencia es pequefia, la

importancia de esta segunda regla sera insignificante".

(i)  G.J.Stigler: "Hay una regla que parece méas obvia a la mayoria de la gente que
cualquiera de las anteriores: cuanto menor es la fraccion del costo total que
corresponde a los pagos a un servicio productivo, menos eléstica serd su demanda. Si
los timbres duplican su precio (de $1 a $2), el costo de construir una casa también
aumentara en $1. Debido a que muy poca gente dejara de comprar una casa por este
aumento, la demanda de timbres sera muy inelastica. Hay algo de cierto en la regla,
pero su limitacién béasica puede ser sugerida como sigue. Supongamos que se
clasifican los carpinteros que construyen casas en polacos, alemanes, irlandeses, etc.
Puesto que los salarios de cualquiera de estos grupos sera una pequefia fraccion del
costo total (en caso de no serlo, subclasificamos a los mismos segun la ciudad de
origen) ¢no podemos decir que la elasticidad de la demanda por carpinteros
irlandeses es menor que la elasticidad de la demanda por todos los carpinteros?
Verdaderamente podemos decirlo, ya que la libertad de expresion incluye la libertad
de expresarse con errores. El punto es que la sustitucion es mayor cuando
subclasificamos a los carpinteros y es el efecto sustitucion el que conduce a un
incremento en la elasticidad de la demanda. Este sera usualmente el caso, o seriamos
capaces por una mera subclasificacion de convertir a toda demanda derivada en
inelastica”.

(iii) D.H.RobertsonEI “... si la demanda de carbdn es muy inelastica mientras que
los mineros pueden ser facilmente sustituidos por maquinas, se reforzaria la posicion
de los trabajadores para que sus salarios constituyeran una gran parte del costo total.
Esto no es facil de ver por sentido comin, pero puede ser expuesto en la forma
siguiente. En el caso supuesto, el punto débil en la posicién de los mineros es el
riesgo de sustitucion. Pero este punto débil serd tanto menos serio en sus

" Tomado de Bronfenbrenner.
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consecuencias cuanto mayor sea el campo sobre el cual tiene que ser aplicado para
inferirles un grave dafio; es decir, cuanto mayor sea la proporcion que, en el punto de
partida, tienen los salarios en el costo total".

(iv) M. Bronfenbrenner interpreta en la siguiente forma la explicacion de Robertson:
" Robertson_parece estar implicando que un alto k opera técnicamente reduciendo el
valor de ¢“% o0 sea, " que la elasticidad de sustitucion cae con la importancia del
servicio productivo en el costo total”. Esto provee en nuestro punto de vista el mayor
elemento de plausibilidad para el caso especial en que la tercera ley de Marshall no
se cumple, y debemos su desarrollo a Robertson.

(V) Se analizara ahora con mas detalle por qué vias y, influye en determinar el

valor de la elasticidad de la demanda derivada por un factor. De las explicaciones
citadas surge con claridad que una via la constituye la elasticidad de la demanda por
el producto vy, otra via, la elasticidad de sustitucion entre factores.

(@) La primera via aparece muy clara. Si w varia, el costo de produccién y el precio del
producto variaran en un porcentaje que sera tanto mayor cuanto mayor sea y,, ; dada la

variacion en el precio, la variacion en la cantidad sera mayor cuanto mayor sea 1; y

cuanto mayor la variacion en la cantidad, mayor serd la variacion de L necesaria para
producirla. Por consiguiente, dado todo lo demas, cuanto mayor sea la participacion de
un factor en el costo total, mas elastica sera la demanda derivada por ese factor.

(b) Explicar la segunda via es mas complicado. Si w varia en un determinado

porcentaje, el precio relativo de los factores — variara en la misma proporcion,
w

dd"H=-" aw
(wil w
siendo dr =0 y completando tasa de cambio,

dd" H
OwO_

r w

w

dw

.., r ., ., L
Ante esa variacion porcentual en — se producira una variacion porcentual en K que
w

sera tanto mayor cuanto mayor sea la elasticidad de sustitucion entre factores@ Dada la
variacion en L/K, los porcentajes de variacion de L y de K dependen de vy,,,

%8 El simbolo K Bronfenbrenner es la participacion del factor en el costo total (o sea, el Y, de la expresion

1)

wdl__dK_ o drdwy
L K r w
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OKO_ oK
dL K?
oK _f, _w
como —-— =—=—
oo f, r

KO_ 1, Lw_Lp wp LpKrewipt
dL K K?’r KO Krg KO Kr L
y, utilizando y,, = , resulta
+r

L
dL d@?@
== b 20
C o)y (20)

K

Similarmente se obtiene,

db-[

dK _ oK O
K - yw L (21)
K

De las expresiones (20) y (21) resulta que ante una variacion dada en % la variacién

porcentual de L (K) sera tanto menor (mayor) cuanto mayor (menor) sea y,, .

La secuencia entonces es la siguiente: dada una disminucion porcentual en w, el precio
relativo r/'w aumenta en la misma proporcién; como consecuencia %aumenta, siendo el
aumento porcentual tanto mayor cuanto mayor seao ; dado el aumento porcentual en
%el aumento en L sera tanto menor cuento mayor sea Y, . Por consiguiente, dado todo

lo demés, cuanto mayor sea la participacion en el costo total de un factor, mas
inelastica sera la demanda derivada por ese factor.

Queda por analizar con mas detalle la relacion entre la variacion porcentual en Ey la

variacion porcentual en L (y K). Ante una misma variacion porcentual en PR el ajuste

se logrard tanto mas a través de L cuanto menos intensiva en L sea la tecnologia; en el
caso contrario, el ajuste sera fundamentalmente a traveés de la utilizacion de K. La
intensidad de uso de trabajo es medida por vy, .

Esta es una explicacion relevante para el caso donde la tercera ley de Marshall no se
cumple. La posibilidad de excepcidn seré tanto mayor cuanto mas intensiva en el factor
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cuyo precio ha variado sea la tecnologia. Esta explicacion es mas general que la dada
por Robertson segun la interpretacion de Bronfenbrenner, pues permite considerar las
excepciones a la tercera ley Marshalliana tanto en el caso de funciones de produccién
con elasticidad de sustitucion varla[%!le como en el caso de funciones de produccion con
elasticidad de sustitucion constante

Las relaciones anteriores pueden visualizarse con mas facilidad con ayuda del Gréfico
N° 4. Supdnganse dos isocuantas que corresponden a dos tecnologias distintas, C y D,

L d _r
con igual elasticidad de sustitucion; las variaciones porcentuales de P yde -—=—
w

dK
se suponen las mismas que entre P y P” (isocuanta C) y entre P y P”” (isocuanta D).

La isocuanta D es maés intensiva en trabajo que C; por ejemplo en el punto P, para una

L dL_ f, _ .
misma relacion —, — =—% es mayor en C que en D; por consiguiente, como la

"dK A,

productividad marglnal del capital en relacién a la %I trabajo es mayor en C que en D,
C es intensiva en capital (D es intensiva en trabajo).

Con los supuestos mencionados, ante una variacién en w, tanto en C como en D se
origina la misma variacion porcentual en r/w vy el E; pero la variacion porcentual en L
sera menor cuanto mas intensiva en L sea la tecnologia (dada la variacion porcentual en

L,L, L,L
w, el cambio porcentual en L es —— o en D que es menor que LO 02 en C).
0 0

30 por ejemplo, si se trata de una funcién con elasticidad de sustitucion constante (C.E.S., que como caso

particular puede ser una Cobb-Douglas con 0 =1) donde el efecto Robertson-Bronfenbrennner es nulo-
por ser O constante, se verifica no obstante la excepcion en la tercera ley, que puede ser explicada solo

en los términos dados en el texto. En el caso mas simple, considerando € — oo y 7 =0 y dada la

funcion de produccién Cobb-Douglas, q = ALK (-a) , la elasticidad de la demanda derivada por el

oL w
factor Les,, A, =———=(1—a),siendo a =y,, . Derivando con respecto a O se obtiene,
ow L
0A, 3 . ,
6_ = -1, o sea, la excepcion a la tercera ley de Marshall: cuanto mas intensiva en L sea la tecnologia
a

(0, segun la formulacién mas tradicional, cuanto mayor sea la participacién de un factor en el costo total)
mas inelastica sera la demanda derivada por ese factor.

31 En el Grafico N°4, a partir del punto P, un incremento del 1% en K libera un porcentaje mayor de L en
la tecnologia C que en D; por consiguiente, D es intensiva en trabajo. Si la tecnologia D es intensiva en L,

L
una misma disminucién de Ese logrard a través de una menor caida en L y un mayor incremento en K

comparada con la tecnologia C, que es intensiva en K, en la que el ajuste se da a través de una mayor
caida en L y un menor incremento en K.
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Grafico N°4

6.6. CUARTA LEY DE MARSHALL

La empresa representativa del Grafico N°1, ante una variacion en w ajusta su utilizacion
del factor L. Este ajuste implica, si f,, >0 (que es el caso general), que la utilizacion

de K aumenta ante la disminucion de w (si f,, <0 el uso de K disminuye).

Si todas las firmas reaccionan aumentando (disminuyendo) la utilizacion de K, la
demanda de K en el mercado aumentard (disminuira): esto normalmente aumentara
(disminuird) su precio y este aumento (disminucion) de precio hard que el incremento
(disminucion) de K sea menor que antes; ese menor incremento significa ubicarse en
una curva mas baja de valor de productividad marginal de L y, por consiguiente, un
incremento en L menor que si el precio del factor cooperante no se hubiera modificado.

En el Grafico N° 5, 0, O’y 07 son tres curvas alternativas de oferta del factor
cooperante; d, es la curva inicial de demanda; r, — K,es la combinacion inicial precio -

cantidad de equilibrio. Si w disminuye a w; y, como consecuencia, d,se desplaza a d,,

se ajustard el precio y la cantidad de K segun la elasticidad de oferta del factor
cooperante.

Si € - o la cantidad ocupada pasara de K, a K, manteniéndose constante el precio; si
€ =0, la cantidad permanecera inalterada en K, y el ajuste se hara exclusivamente por
la via del precio que pasard de r,a r, ; si 0 <& <o, el ajuste se logra tanto a través de

un incremento del precio como de la cantidad (por ejemplo el par r, — K, en el Grafico
N° 5), si r no se modifica (¢ — o), como en el Grafico N° 1, la curva de demanda AD

%2 Se vio antes, al analizar el Grafico N° 1, que al variar K la curva de valor del producto marginal de L se
desplaza hacia la derecha tanto si fKL es positiva como si es negativa.
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no cambia; si el precio de K sube la curva relevante de valor de la productividad
marginal de L para w, estard mas abajo que pf (K,) y la curva de demanda se
desplazara hacia la izquierda; la cantidad resultante de L para w, estard mas proxima

a D cuant or sea £ y mas proxima a C cuanto mas inelastica la oferta del factor
cooperant .

Esta es la cuarta Ley de Marshall que, como se vio6 en el punto 1, es universalmente
valida- ver expresion (5).

GraficoN° 5
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B sj d0 se desplaza hacia la izquierda fKL < Otambién se ajustara el precio y la cantidad en funcion de
la elasticidad de la oferta del factor K.

% La variacion de r modifica, ademas, las curvas de costo marginal de las firmas, afectando de ese modo
la oferta del bien.
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NEOCLASICO DE UN SECTOR. COMPARACION CON EL MODELO
RICARDIANO
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7. NOTA SOBRE LA DISTRIBUCION DEL INGRESO EN U ODELO NEOCLASICO DE UN
SECTOR. COMPARACION CON EL MODELO RICARDIANO

7.1. LAS LEYES QUE GOBIERNAN LA DISTRIBUCION DEL INGRESO DE UN MODELO
NEOCLASICO DE UN SECTOR

En su libro “The Theory of wages”, J. R. Hicks presentdé un modelo de un sector y dos factores
productivos con la finalidad de analizar las variaciones en la distribucion del ingreso - absoluta
y relativa- ante “progreso econdmico” provocado por acumulacion de factores y cambio
tecnoldgico.

En el modelo, las condiciones de produccidn estan representadas por

X = f(L,K)

funcién que se supone homogénea de grado uno —rendimientos constantes a escala — por lo que
puede rescribirse

X =Kg(p) @)
donde X es el producto, K es la cantidad del factor capital, p = tes la relacion media trabajo-

capital y g es la funcion que describe el comportamiento del producto por méquina ante
cambios en la cantidad de trabajadores por maquina. Las productividades marginales son
positivas (9> 0,9 — g p >0) y decrecientes (g"'<0) para ambos factores.

Se supone competencia perfecta, de modo que los factores son remunerados seglin su
productividad marginal

w=g’ 2
r=g-gp ©)

donde w y r son, respectivamente, el salario y la renta del capital, ambos en términos del
producto.

Las ofertas de los dos factores se suponen perfectamente inelasticas (L=Lo, K=Ky).
Las participaciones absolutas y relativas en el ingreso, vienen dadas por

Y,=wL=g'L @)
Y, =rK =(g -g'p)K (5)

_wL
rk (6)

% Revision de la nota de clase “Nota sobre la Distribucién del Ingreso en un Modelo Neoclasico de un
Sector”, A. Porto, Cuadernos, N° 34, UNLP, La Plata, Julio de 1980.
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Las “leyes” de la distribucion del ingreso enunciados por Hicks sor@:

1) Un incremento en la oferta de cualquier factor de la produccién incrementara la
participacion absoluta de ese factor si la elasticidad de la demanda por el mismo es mayor
que la unidad.

2) Un incremento en la oferta de cualquier factor siempre incrementard la participacion
absoluta del otro factor.

3) Un incremento en la oferta de cualquier factor incrementara su participacion relativa si la
elasticidad de sustitucion es mayor que la unidad.

7.1.1. Demostracion grafica de las “leyes” que gobiernan la distribucion del ingreso

1) La situacion de equilibrio inicial esté representada en los graficos N°1 a 3 con los subindices
cero correspondientes a cada variable. EI grafico N°1 representa la situacién en el mercado del
factor L y el grafico N°2, la correspondiente al factor K .f, (L,Ko) y fk (K,Lo) son las curvas de
productividad marginal de L y K, respectivamente, dibujadas para K=K y L=L,. El grafico N3
representa la relacion tecnoldgica entre precio relativo de los factores (igual a la tasa marginal
de sustitucion) y la utilizacion media de factores; la pendiente negativa indica que ante un

aumento en % el precio relativo del trabajo disminuye. Dadas LO/( gueda determinado el
0

. . W0
precio relativo

I '
w 4 r 4
WO o A i B’
W, A o B
fK (K! Ll)
FL(L,Ko)
fK (K! LO)
0 > >
Lo Li L 0 Ko K
Grafico N°1 Grafico N°2
A
w/r
Wo/lo C
Wyl
R
>
0 LOIKO Ll/Ko L/K
Grafico N°3

% J. R. Hicks, pags 114/120. La demostracién matematica de los efectos de los cambios en las dotaciones
de factores y del cambio tecnoldgico, en el modelo de un sector, puede consultarse en A. Porto (1977).
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Las participaciones absolutas en el ingreso, en la situacion inicial, son Ow,AL, (Grafico N°1)
para el factor L y OroBK, (Grafico N°2) para el factor K; la participacion relativa es igual a
O%C i(Grélfico N°3).

r-O K0
Supoéngase ahora que aumenta la dotacion del factor trabajo de Lo, a L;; como K permanece
constante, la curva de productividad marginal de L no se modifica; por consiguiente, el salario
disminuye de wo a wy. Lo que ocurra con la participacion absoluta de L (que ahora viene dada
por Ow;A’L;) depende de la elasticidad de la curva de demanda derivada de L; aumentard si la
elasticidad es mayor que la unidad, permanecera constante si es igual a la unidad y disminuird si
la elasticidad es inferior a la unidad.
En el grafico N°2 no se modifica K, pero como L aument6 de Lo a Ly, la curva de productividad
marginal de K se desplaza hacia arriba; por consiguiente, la remuneracion unitaria aumenta de ro
aryy la participacion absoluta de OroBKa 0r B Ko,

En el grafico N°3 se pasa de i ai ; el precio relativo del trabajo disminuye de %a ﬂ.
0 0 r-O rl

Lo que ocurra con la participacion relativa depende de la elasticidad de la curva R: la
participacion relativa del factor cuya oferta se expande aumenta, permanece constante o
disminuye segln que la elasticidad de sustitucion sea mayor, igual 0 menor que la unidad=".

2) Un caso de interés es aquel en el que las dotaciones de los factores se expanden en la misma
proporcion. La situacion inicial se representa en los graficos N2 a 6 con los subindices cero
“para las distintas variables.

4 A
w r
Wo A DNA . \ B’
FL(Ky) fx
: FL(Ko) fr
0 : > >
b L W/rA L 0 Ko Kol K
Gréafico N°4 Grafico N°5

W1/ =Wo/l'o

0 Lo/Ko= L1/Ky LK

Grafico N°6

%" La elasticidad de la curva R es la elasticidad de sustitucién entre los factores.
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En el grafico N°6 es claro que nada se altera: al expandirse los dos factores en la misma

-z . Ll Lo . - -7
proporcién, K—no se modifica (resulta — =—) ; como la tasa marginal de sustitucion

1 0

(igual al precio relativo de los factores) es funcion de la proporcion K’ tampoco se modifica

(resulta Wi %); por consiguiente, si los dos factores se expanden en la misma proporcion,
1 0

la distribucion relativa del ingreso permanece invariable.

Como la funcién de produccion es homogénea de grado uno, el valor absoluto de la

productividad marginal de cada factor es funcién solo de la proporcion K’ por consiguiente

L . .
como Rno varia tampoco lo hacen w y r. Las funciones f_ y f« se desplazan a la derecha. La

situacidn final de equilibrio se representa en los graficos N° 4 y 5 con los subindices uno; las
participaciones absolutas de los dos factores aumentan en la misma proporcion.

7.2. EJERCICIOS Y EFECTOS DEL CAMBIO TECNOLOGICO EN EL MODELO NEOCLASICO

1. Demuestre que si la funcion de produccion es homogénea de grado uno y las
productividades marginales de ambos factores positivos y decrecientes, la derivada segunda
cruzada (f k) es positiva — esto significa que si aumenta K, f_ se desplaza a la derecha y lo
mismo ocurre con fx ante aumento en L.

2. A partir de la ecuacidon (2) demuestre que la elasticidad de la demanda derivada por el factor
L viene dada por la expresion

oL w )
e 7)
owL 1-yw
Siendo yy Iarticipacién del factor L en el costo total y o la elasticidad de sustitucion entre
los factores 2!

AL =

3. Demuestre que

dy., 1.dL 1 dK
o zq- )T 250 ®
Y AL ALK

y verifique el cumplimiento de las tres primeras “leyes” de Hicks.

4. Para analizar los efectos del cambio tecnoldgico se introducen en la funcion de produccion
los pardmetros A y A", de modo que se rescribe

X = f (AL, A'K)
y en términos de proporcién media de uso de factores — dado que para valores de Ay A'la
funcién se supone homogénea de grado uno-,

% En el modelo de la seccién 1 no existe influencia del lado de la demanda- la elasticidad de la demanda
por el Unico bien es infinita: se supone ademas que las ofertas de factores son perfectamente inelasticas.
Con estos supuestos y partiendo de la férmula de Hicks de la elasticidad de la demanda derivada, hallar la
expresion (7).
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A
) ©)

inicialmente A =A" =1. Si dA >0, el mismo nivel de produccion puede obtenerse con la

X =AKg(p

misma cantidad de capital que antes, pero con menor cantidad de trabajo; si dA™>0, el nivel
original de produccion se obtiene con la misma cantidad de trabajo y menos capital; si
dA =dA™> 0, el nivel original de produccion se obtiene con una reduccion proporcional de los
dos factores. Por consiguiente dA >0, representa un cambio “ahorrador de trabajo”;
dA™> 0uno “ahorrador de capital” y dA =dA™>0 , un cambio tecnolégico “neutral”.

Hallando el diferencial de (9) con respecto a L y Ay completando tasas de cambio, se obtiene

dX dL = dA
- = —_— 10
X Yul L )\) 10

. dX
y si e =0, entonces,

_aL_da
L A

O sea, un cambio tecnoldgico ahorrador de L es similar a una expansion de L. lgual relacion
puede demostrarse para las variables vy, Y, 0 y para el factor K y el cambio tecnoldgico
ahorrador de K. Pueden, por consiguiente, formularse las siguientes “leyes” de la distribucion
del ingreso ante un cambio tecnolégico.

1) Ante un cambio tecnolégico ahorrador de un factor se incrementard la participacion
absoluta de ese factor si la elasticidad de la demanda derivada por el mismo es mayor que la
unidad.

2) Un cambio tecnoldgico ahorrador de un factor, siempre incrementard la participacion
absoluta del otro factor.

3) Un cambio tecnoldgico ahorrador de un factor incrementaré su participacion relativa si la
elasticidad de sustitucion es mayor que la unidad.

Cuando existe expansion en las dotaciones de factores, las participaciones relativas quedan
inalteradas en dos casos: a) cuando la elasticidad de sustitucion es igual a uno, b) cuando los
factores se expanden a la misma tasa. Cuando existe cambio tecnoldgico las participaciones
relativas quedan inalteradas cuando se cumple a), o cuando b) el cambio tecnoldgico es neutral.

o

7.3. EL MODELO RICARDIANO DE UN SECTOR

El modelo Ricardiano de un sector se representa con una funcion de produccion similar a (1). L
es la cantidad de trabajo y K la de tierra, que se supone fija. El capital (C) es, en el modelo méas
simple, capital circulante que permite anticipar el salario de los trabajadores. La cantidad de C
esta dada al comienzo del periodo de produccidn. y, en (5) es la participacion absoluta de los
terratenientes e y, en (4) la participacion absoluta de trabajadores més capitalistas; o es la
participacion relativa de asalariados méas capitalistas en relacion a la de los terratenientes. Estas
tres variables se rigen para el principio marginal y se aplican las leyes de Hicks.

%9 Ver Porto (1976)
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El producto marginal del trabajo (g") se distribuye entre asalariados —que perciben el salario de
subsistencia X —y los capitalistas que reciben el excedente (g —Xx)

El beneficio total (B) de los capitalistas es
B=(g-x)L
y la tasa de beneficio

s

B_g-x
C X

(11)

donde C es el capital circulante o fondo de salarios. La cantidad de trabajadores ocupados
resulta de C = xL, que es una hipérbola equilatera que da las combinaciones posibles de x y L,
dado C.

La expresion (11) es la relacion entre el trabajo que excede al minimo de subsistencia de los
trabajadores (g'—x)y ese minimo x. En términos marxistas, es la relacién entre el trabajo
excedente y el trabajo necesario.

En el grafico N° 7 se representa el modelo.

x/L, gt

C

D

M N

>%_ = Productividad Media de L
. gs
; >
A L/K
Gréfico N°7

Dadas C vy Xx=0OM, se determina L=9A. El producto total es OAFG;
y, =DEFG;y, =0AED; B=MNED; W =C =xL =0ANM (W= participacién absoluta
de los asalariados).

7.4. PROBLEMA EN EL MODELO RICARDIANO

1. Demostrar que si o0 <1, al aumentar la cantidad de capital con xconstante, la
participacion relativa de los capitalistas en el ingreso disminuye.
2. Demostrar que si 0 >1, la participacion relativa de los capitalistas en el ingreso so6lo

aumentasi o > g >1

s

g —X
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8. NOTA SOBRE LA FUNCION DE TRANSFORMACION

8.1. INTRODUCCION

En un modelo de dos bienes, la funcién de transformacion expresa la cantidad maxima
de un bien que es posible producir para cada cantidad del otro bien, dadas las dotaciones
de factores y la tecnologia disponible. El objetivo de esta nota es estudiar grafica,
analitica y conceptualmente la forma de la funcion de transformacién bajo los supuestos
mas simples: se producen dos bienes (qi, g2), con dos factores (L, trabajo y K, capital);
la oferta de ambos factores es perfectamente inelastica; las funciones de produccion son
homogéneas de grado uno, o sea los rendimientos son constantes a escala; no existen ni
economias ni deseconomias externas.

8.2. OBTENCION GRAFICA DE LA FUNCION DE TRANSFORMACION Y ANALISIS DE SU
FORMA

El grafico N°1 presenta un diagrama de caja de Edgeworth — Bowley; las dimensiones
horizontal y vertical de la caja representan las dotaciones fijas de los factores L y K,
respectivamente. Las isocuantas para el bien g; son medidas con origen 0qg; y las del
bien g, con origen en 0gy; se supone que el bien g; es intensivo en trabajo y el bien g,
en capital. Cualquier punto en el interior de la caja representa una asignacion de los
factores L y K a las dos producciones; cualquier movimiento de un punto a otro de la
caja representa una reasignacion de los factores entre las dos producciones. A partir de
cualquier punto de la caja en el que se corten dos isocuantas pueden obtenerse otros
puntos que representan niveles de produccion mas altos por o menos para uno de los
bienes; esos puntos son los situados en el lado concavo de las dos isocuantas que se
cortan. Por ejemplo, a partir de A todos los puntos ubicados entre ADB y AC. Existen
otros puntos donde no pueden efectuarse movimientos que permitan aumentar la
produccion de un bien sin disminuir la del otro: son aquellos que definen la curva de
optimos dentro de la caja, caracterizadas por la tangencia de las isocuantas de q; y Os;
por ejemplo, los puntos B 'y C. En el gréfico, la curva de 6ptimos es 0g; BCOq..

Gréfico 1 i Oa
[}
[}
.
[}
[}
|
- F | VTN va D’
| D K
IE
[}
[}
| B
[}
|
[}
[}
[}
s
L

0 Revision de la Nota escrita en julio de 1980 que con el mismo titulo se publicé en Cuadernos, N° 34,
FCE, UNLP, La Plata, Septiembre de 1982.

72



Usando la técnica de Savosnik (1958), las unidades de los dos bienes pueden ser
definidas de modo tal que las cantidades producidas en cada punto de la curva de
Optimos pueden ser medidas por las distancias de los respectivos origenes hasta los
puntos donde las respectivas isocuantas cortan a la diagonal de la caja 0gq;EDOQ,. Por
ejemplo, en el punto B las producciones representadas por las isocuantas EB y ADB se
miden por las distancias 0q;D para el bien q; y Oq,E para el bien g, Estas medidas
pueden ser transferidas a los lados de la caja por medio de las lineas DD" y EE"; OD”
representa la cantidad producida del bien g; y OE” la cantidad producida del bien gy, F es
un punto de la funcion de transformacion dibujada con referencia al origen 0 — las
cantidades de g; medidas verticalmente a partir de 0 y las cantidades de g, medidas
horizontalmente, hacia la izquierda a partir de 0. Por construccion, todos los puntos de
la funcién de transformacion se ubican al nordeste de la diagonal 0g;EDOq;, siendo, en
consecuencia, la funcion de transformacion concava hacia el origen 0. En particular, el
punto 0g; representa la situacion donde sélo se produce el bien g; (en una cantidad igual
a 0.0g,) y en el punto 0q; la situacién donde solo se produce g, (en una cantidad igual a
0.091). 0q:F0q; es la funcién de transformacion.

Surge claro, con el método utilizado, que en el caso de produccion con igual intensidad
de uso de factores, la funcion de transformacion resultante sera una linea recta.

8.3. DEMOSTRACION, GRAFICA ALTERNATIVA DE LA CONCAVIDAD DE LA FUNCION DE
TRANSFORMACION

En el gréfico 2 se reproduce la situacién analizada en el punto anterior; 0q;BCO0q; es la
curva de optimos.

Grafico 2 Oq;

Oq;

Se seleccionan dos puntos sobre la curva de dptimos, por ejemplo, B 'y C y se
representan en el grafico 3; por definicidn, esos puntos pertenecen a la funcion de
transformacion. Supéngase que en C, es q;=2000 y »=1200; y en B, q;=1680 y Q.=
1400.

! Esta demostracion esta tomada de R. Findlay (1970).
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Grafico 3
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Supdngase ahora que se produce la mitad de las cantidades correspondientes al punto C
sin alterar las proporciones de factores. En esas condiciones, se produciran g;=1000 y
02=600, exactamente con la mitad de los factores que se usaban antes (se estaria en los
puntos G y H). Del mismo modo, supdngase que se produce la mitad de las cantidades
correspondientes al punto B sin alterar las proporciones de factores; se produciran
0:=840 y g,=700, nuevamente con exactamente la mitad de los factores que se usaban
antes en B (se estaria en los puntos | y J). En esa situacion existiria pleno empleo de
ambos factores y se obtendrian 1840 unidades de g; y 1300 unidades de g,. Corresponde
localizar ahora el punto q;=1840, g,= 1300 en el gréfico 3.

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos C y B del gréafico 3 es,

0; =0y :w(% _qzc)

U2 ~ 0z
reemplazando valores es,

1680 — 2000
—2000="—"- “"""(q, —1200
% 1400 -1200 (@, )

y reordenando
qp =3920-1,6q»

El punto q;=1840 y q,=1300, designado con S, esta sobre la linea recta que une los
puntos B y C en el diagrama de productos. De esta forma se demuestra que la funcion
de transformacion no serd convexa hacia el origen. Queda por demostrar que con los
supuestos adoptados, sera necesariamente concava. Considérese el punto S del grafico
3; las 1840 unidades de g; son producidas en los puntos G (1000 unidades) e | (840
unidades) del grafico 2; las 1300 unidades de g, son producidas en los puntos H (600
unidades) y J (700 unidades) del grafico 2. Cada bien se produce con dos técnicas
distintas, en las que las proporciones de factores son diferentes; como las tasas
marginales de sustitucion entre factores son funcion de las proporciones de factores,
diferiran en las dos técnicas, no cumpliéndose la condicion de eficiencia.
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Adicionalmente, tampoco se igualan las tasas marginales de sustitucion entre factores
correspondientes a las producciones de los dos bienes. Por consiguiente, el punto S no
es eficiente. Los factores ahorrados con la reasignacion se pueden destinar a producir
mas de un bien sin disminuir la cantidad del otro (puntos S'0 S™" del gréafico 3) 0 a
aumentar la produccion de ambos bienes (como, por ejemplo, en el punto S"). Uniendo
C S'S7’S”B, la curva resultante — la funcion de transformacion — es cdéncava vista
desde el origen.

El punto S se puede localizar en el grafico 2 utilizando la regla del paralelogramo. El
punto se ubica en la linea recta que une By C, que fg._lina los paralelogramos con rectas a
partir de los puntos 1y G (paraq;) y Jy H (para qz).

También con ese metodo resulta claro que si las funciones de produccion tienen igual
intensidad de uso de los factores, la funcion de transformacion resultante serd una linea
recta.

8.4. DEMOSTRACION ANALITICA DE LA CONCAVIDAD DE LA FUNCION DE
TRANSFORMACION

El modelo neoclasico de equilibrio ge%jral - lado de la produccidn- puede representarse
con el siguiente sistema de ecuaciones™

9, = L,9,(p,) (@D)
q, = L,9,(p,) 2
9,=19, 3)
g _g,1p1 :n(gz _9,2 pz) (4)
L+L, =L ()
p.L +p,L, =K (6)

Las ecuaciones (1) y (2) son las funciones de produccion de los dos bienes; como
existen rendimientos constantes a escala, el nivel de la produccién de cada bien (q;) es

funcion de la utilizacion media capital- trabajo p, = TI y de un factor de escala L; que
i

es la cantidad de trabajo asignada al sector i. Se supone que las productividades

marginales son positivas y decrecientes para ambos factores, o sea, g,>0,

9, -9p>0,97<0.

Las ecuaciones (3) y (4) constituyen una forma de representar las condiciones
marginales para estar sobre la curva de 6ptimos en el diagrama de caja: dividiendo
miembro a miembro resulta la igualdad de las tasas marginales de sustitucién entre

2 Agradezco a Gonzalo Javier Sereno, alumno de la Maestria en Economia (2005) su sugerencia de
agregar esta demostracion.

* para méas detalles sobre el modelo completo de equilibrio general neoclésico ver H. L. Dieguez y A.
Porto (1972). En H. L. Dieguez (1971) puede encontrarse un analisis riguroso de la relacion entre la
funcién de transformacion y las funciones de produccion que le dan origen; el analisis se efectla para
funciones de produccion de cualquier grado de homogeneidad.
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factores de las dos producciones; las ecuaciones (3) y (4) expresan gque cada factor es
remunerado segun el valor de su productividad marginal; en competencia perfecta, esa
remuneracion es la misma en ambos sectores; 1tes le precio de g, en términos de g; —
bien adoptado como numerario.

Las ecuaciones (5) y (6) representan la condicion de pleno empleo de ambos factores; L
y K son las dotaciones fijas de trabajo y capital, respectivamente.

El modelo tiene 6 ecuaciones y 7 incognitas: i, gz, L1, L2, p1, P2, TL Considerando a 1t
como parametro, derivando se obtienen,

da, dL, . dp,
—4=g,—+Lg,— 7
ar - Qar TRy, (7)
dg, dL, . dp,
— 1 = |_ _1 e 8
ar 92 g TRy, (8)

d d
91 %_g 2 TQZ % (9)

d , ,d

- P101 %=(92 = 0292) ~ %9, sz (10)
%erﬁ =0 (11)
drr dmr
dp, di, dp, dL,

L, + + L, + =0 12
dn_ 1 dn_ pl dn_ 2 dT[ p2 ( )
Resolviendo, resultan,
dpl — g2 (13)
drT g " (p2-p1)
dp2 — ; 01 (14)
g 9, (p2-p1)
dLl - _sz — 1 . ng,L} + gz1L2”E (15)
dm~ dm (p,-p)?He g,

2

% - _T[dq 192 sgl” (16)
dm~  dm p1> " g,
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Las expresiones (13) y (14) indican que ante un aumento en el precio relativo del bien
02, la proporcion Optima capital — trabajo disminuird (aumentara) ewmbos sectores, si
el bien cuyo precio relativo aumentd es intensivo en capital (trabajo)=-

De la expresion (15) resulta un aumento en la cantidad de trabajo asignada a la
produccion del bien cuyo precio relativo aument6 y una disminucion de la asignada a la
produccién de q;. Se expande la produﬁ()n del bien cuyo precio relativo aumento y se
contrae la del otro bien — expresion (16)™-

De la expresion (16) resulta la igualdad de la tasa marginal de transformacion y el
precio relativo de los bienes

da, __ (17)

De la expresion (17) resulta la pendiente negativa de la funcion de transformacion.

Derivando (17) con respecto a g, se obtiene,

==t (18)

: T . - .
Siendo j >0 (expresion (16)) surge que la expresion (18) es negativa, 0 sea, la
2
funcién de transformacion es céncava hacia el origen. Se demuestra también que si

dmr . . .
P, =P, €s do. =0 y la funcion de transformacion es una linea recta.
2

8.5. DEMOSTRACION CONCEPTUAL DE LA CONCAVIDAD DE LA FUNCION DE
TRANSFORMACION

Se indagara ahora conceptualmente la razon de porque, siendo las funciones de
produccion de los dos bienes de rendimientos constantes a escala, la funcion de
transformacion es concava hacia el origen, indicando una dificultad creciente de
transformar un bien en el otro reasignando los factores productivos. El punto es que si,
COMO Se Supuso antes, p,>pi, una contraccion de la produccion de q; liberard mas

* Ante un aumento en el precio relativo del bien g, aumenta la remuneracion real del factor en el cual es
intensivo ese bien y disminuye la remuneracion real del otro factor: el precio relativo del capital en
relacion al del trabajo (r/w) aumenta. Como consecuencia, ambos sectores economizaran el uso del factor
relativamente mas caro, disminuyendo la proporcién éptima capital- trabajo.

* Una explicacion intuitiva para estos resultados es la siguiente. Al aumentar el precio relativo de un
factor (en este caso r/w), aumenta el precio relativo del bien que usa en forma intensiva el factor cuyo
precio relativo aumento (o sea, T); ambos sectores economizaran el uso del factor relativamente mas caro
de modo que tanto p; como p, disminuirdn. En este caso, para cumplir con la restriccion dada por (6),
como P, -P;, L, debe aumentar y Ly, disminuir. Si p; y L; disminuyen (y, por consiguiente, K; que es la
cantidad de capital asignada al sector q;) dada la funcién de produccion (1), también disminuira q;; a su
vez, como las cantidades de los dos factores asignadas a la produccion de g, aumentan, también lo hace

2.
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trabajo en relacion a capital que la necesaria para que se expanda la produccién de g sin
alterar la proporcion de los factores. La expansion de la produccion de g, dara lugar a
que se tenga que usar mas del insumo relativamente mas favorable para q; (el trabajo).
La proporcion de insumos se hace de esa forma cada vez menos favorable en la
produccion de gp; lo opuesto se cumple con la proporcion de insumos usada en la
produccion de g;. La concavidad de la funcion de transformacion refleja entonces una
dificultad creciente de transformacion de un bien en el otro, debido a la necesidad de
utilizar una proporcion de factores cada vez mas desfavorable para el bien que se
expande y una cada vez mas favorable para el bien que se contrae. El caso puede verse
con més claridad analizando que ocurre cuando las intensidades de uso de factores son
las mismas en las dos producciones; o sea, cuando p,=p1. una disminucion de la cantidad
de factores asignada a la produccion del bien q;, originard una expansion de la
produccion de g sin alterar las proporciones de factores. En el caso sera dg; =dLygqy
dgy =dLogo; 01Y g2 permanecen constantes porque p; y Pz ho cambian; —dLy =dL,; por
consiguiente, 331 es constante.
2
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9. NOTA SOBRE EL MODELO NEOCLASICO DE DOS BIENES Y DOS FACTORES

9.1. INTRODUCCION

El modelo neoclésico de equilibrio general con dos bienes y dos factores productivos-
lado de la produccion — puede representarse con el siguiente sistema de ecuaciones.

q, = L,g,(p1) 1)
d, = L,9,(p,) (2)
r=g;, 3)
r=rm, (4)
w=9,-9,p0 (5)
W:n(gz _glzpz) (6)
fo_ 9 )
W 0,09,

L +L,=L (8)
p.L, +p,L, =K )

Las ecuaciones (1) y (2) son las funciones de produccion de los dos bienes; como
existen rendimientos constantes a escala, el nivel de la produccién de cada bien (q;) es

funcion de la utilizacion media capital- trabajo p, = TI y de un factor de escala L; que
i

es la cantidad de trabajo asignada al sector i. Se supone que las productividades

marginales son positivas y decrecientes para ambos factores y que el bien g es intensivo

en trabajo y g, en capital — o sea que a un mismo precio relativo de los factores se

verificaque p, > p,.

Las ecuaciones (3) a (6) son las condiciones marginales de equilibrio- cada factor es
remunerado segun el valor de su productividad marginal; en competencia perfecta, esa
remuneracion es la misma en ambos sectores; 1tes le precio de g, en términos de g; —
bien adoptado como numerario; w y r son las remuneraciones del trabajo y el capital,
respectivamente, ambos en términos del numerario. La ecuacion (7) representa el precio
relativo de los factores.

Las ecuaciones (8) y (9) representan la condicién de pleno empleo de ambos factores; L

y K son las ofertas fijas de trabajo y capital, respectivamente.

En el modelo existen nueve ecuaciones y diez incognitas: qi, gz, L1, Lo, p1, p2, LW, T,
r

w

“ \/ersi6n actualizada de la Nota de Clase de Alberto Porto que con el mismo titulo se publicé en
Cuadernos, N° 34, FCE, UNLP, La Plata, Septiembre de 1982.
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9.2. RELACION ENTRE PROPORCION MEDIA OPTIMA DE USO DE FACTORES, PRECIO
RELATIVO DE LOS FACTORES Y PRECIO RELATIVO DE LOS BIENES

Para el estudio de la relacion entre proporcién media 6ptima de uso de factores, precio
relativo de los factores y precio de los bienes se parte de las ecuaciones (3) a (7), que
pueden rescribirse

9,=1, (10)
0, — plg,1: 7T(92 - nglz) (11)
w 0,-0,9,

. . U r
reduciéndose de ese modo a tres ecuaciones con cuatro incognitas: pi, Pz, T, —.
w

Derivando (10) a (12) con respecto a r y resolviendo, se obtiene,
w

dpl — (gl _plg'l)z

. (13)
dL glg 1

'
dpz _ (gz - nglz)z (14)
a’ 9.9

w
drt = (9, _p1g,1)2(p2 ~p1) (15)
d L 9192

w

Las expresiones (13) y (14) son negativas indicando que ante un aumento en el precio
relativo del capital, ambos sectoreiﬂeconomizarén el uso de ese factor disminuyendo la
proporcion optima capital- trabajo*= En ambas producciones aumentan los costos como
consecuencia del encarecimiento de un factor, pero se encarecera relativamente mas el
bien que use en forma intensiva ese factor; consistente con esto, la ecuacion (15)
implica un aumento del precio del segundo bien en términos del primero cuando
aumenta el precio relativo del capital dado que p, > p,.

Las relaciones entre utilizaciones medias Optimas de factores, precio relativo de los
factores y precio relativo de los bienes se representan en el grafico N°1.

* LLa magnitud de este efecto depende de la elasticidad de sustitucion entre los factores (T) ; la expresion
para la elasticidad de sustitucion , valida para funciones homogéneas de grado uno es

r
, o d(—)
g, = —M de modo que reemplazando en (13) y (14) resulta dpi =0, W
9iPi9; P r
w
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Grafico N°1

r'w o
S
R,
Ri1
< >
n P=Ki/L

Las curvas R; y R representan la relacion entre utilizacion media Optima de factores y
precio relativo de los factores; como se expresd antes, la pendiente negativa indica

S . K T r
aumentos (disminuciones) en la relacion Tante disminuciones (aumentos) en —; R,
W

estd a la derecha de R; indicando que para cada precio relativo de los factores es
p, > p,. La parte izquierda del grafico representa la relacion precio relativo de

factores- precio relativo de bienes; como p, > p, la curva S tiene pendiente positiva.

Las relaciones entre las variables, implicitas en las expresiones (10) a (12) y en el
grafico N°1 son las factibles desde el punto de vista tecnoldgico, pero no todas ellas son
factibles para una economia en particular, en un momento dado. En efecto, la asignacion
de recursos entre los dos sectores debe ser tal que se cumpa con las restricciones de
recursos de la economia; las ecuaciones (8) y (9) pueden rescribirse

L L
PP =p 10)

=2
L
. K . .

siendo, p = f; 0 sea, la asignacion de recursos entre los dos sectores debe ser tal que la

suma de las utilizaciones medias capital- trabajo en cada sector, ponderadas por la
proporcion de trabajo asignada a cada sector, iguale a la dotacion capital — trabajo de la
economia (p). Como casos extremos se tiene que si todos los recursos se destinan al
primer sector serd p, = p, Y si todos se usan para producir g, sera p, = p. Esos casos
extremos determinan los limites de los intervalos factibles de variacion de los precios
relativos de los factores y de los bienes. Tales limites surgen de evaluar los precios
relativos para p, >p y p, > p.

En el grafico N°2 las curvas R; R, y S son las del grafico N°1 y representan las
relaciones factibles desde el punto de vista tecnoldgico. Dada la dotacién media trabajo-
capital de la economia quedan determinados los limites de los intervalos factibles de
variacion de los precios relativos de los factores (intervalo a-b) y de los bienes
(intervalo c-d).
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Gréafico N° 2

- A
v

9.3. RESPUESTA DE LAS PRODUCCIONES ANTE CAMBIOS EN EL PRECIO RELATIVO DE
LOS BIENES

Considerﬁdo a Ttcomo parametro, derivando las ecuaciones (1) a (9) y resolviendo, se
obtienen

2 2
So g% o (e L a7)
drr drr (P, = p1) g, mg ,

De (17) resulta que se expande la produccion del bien cuyo precio relativo aumento6 y se
contrae la del otro bien. Esta nueva relacion se agrega en el Grafico N°3.

*8 os resultados para el resto de las variables son,

a__ 9 (17.a)
drr (p2_p1)

d_W = __P9s (17.b)
drr (P,=p1)

b 9 (17.c)
drr gln(pz = p1)

do, _ 9 (17.d)
drr nzgzn(pz - pl)

dL, :_dl—z — 1 9.4 + glLZ' ) (17.€)

drr drr (pz _p1)2 g"l nzg' 2
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Gréafico N° 3

R,
Ri1

= A

>
C d 0] P pi=Ki/ L;

02/01
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En el modelo presentado, de dos bienes y dos factores, la tecnologia y las dotaciones de
factores solo fijan los limites dentro de los que pueden variar el precio relativo de los
bienes, el precio relativo de los factores y la distribucidn funcional del ingreso; pero son
las fuerzas del lado de la demanda las que determinan el punto concreto en que se
ubicara la economia. Los precios relativos de bienes y factores y la distribucion
funcional del ingreso se modifican ante cambios en la tecnologia, en las dotaciones de
factores y en las preferencias de los consumidores.

9.4. EL CASO ESPECIAL EN QUE AMBAS FUNCIONES DE PRODUCCION TIENEN IGUAL
INTENSIDAD DE USO DE FACTORES

Si ambas funciones de produccion tienen la misma intensidad de uso de factores — 0 sea,
para cada precio relativo de los factores se verifica que p, = p, - las conclusiones de la
seccion anterior se modifican sustancialmente. En este caso la tecnologia y la dotacion
de factores de la economia determinan los precios relativos de bienes y factores y la
distribucion funcional del ingreso; las preferencias de los consumidores solo son
necesarias para determinar las cantidades que seran producidas de cada bien. En el
grafico N°4 se representa este caso.
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Grafico N°4

Ri=R>

>
L1 o) Pi=KilLi

Y q./q

Como las intensidades de uso de factores son las mismas en las dos funciones de
produccion, las curvas R; y R, coinciden; ademés ante variaciones en el precio relativo
de los factores, el precio relativo de los bienes no se altera. Al agregarse la restriccion
de la dotacion de factores de la economia queda determinado el precio relativo de los
factores y la distribucion del ingreso; la demanda solo es importante para determinar las
cantidades a producir.

9.5. EJEMPLO CON FUNCIONES COBB- DOUGLAS
1. Dadas las funciones de produccion de tipo Cobb- Douglas

g, = AiKiaLi(l_a) i=1,2
A>0
O<m<1

Como son funciones homogéneas de grado uno pueden rescribirse,

q, = LA (p)” (18)

A partir de la expresion (18) puede obtenerse el sistema (10) a (13) del texto,

Aa,p " = mAa,p," (19)
Alplal (l_al) = mzpzaz (l_ az) (20)
r a, ]

= 21
woi-a, o) (21)
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El sistema formado por (19) a (21) contiene tres ecuaciones con cuatro incognitas: p;,
r . r .

P2, T, —. Considerando a — como pardmetro pueden obtenerse las respuestas de las
w w

utilizaciones medias de los factores y del precio relativo de los bienes ante cambios en
el precio relativo de los factores.

: r :
Derivando (21) con respecto a — se obtiene,
W

dpl - _ (1_01) plz <0 (22)
d L a,

W
Similarmente, como
r a, =] ,
=72 21
W -a,) P, (21)

r ]
derivando respecto a — es*
W

de =_(1_02)p22 <0 (23)
dr a,

W
Derivando (19) y/o (20) respecto a r y resolviendo se obtiene,

w
dm _w
— = e, ) (24)
r

d—

W

Los signos de (22) y (23) son negativos; 0 sea, ante el encarecimiento relativo de un
factor, ambos sectores economizaran su uso; la expresion (24) puede ser positiva, nula o
negativa. Si se supone que el segundo bien es intensivo en capital se verificar para cada

r que p>py. a partir de (21) y de (217) surge que si po>py, sera
w

a, a,
>
(l_az) (1_01)

y por consiguiente, Te>Ty.

Similarmente se demuestra que Si pP,=p; Serd Th=Th Y Si P2<p; Sera Tp<Th. La expresion
(24) indica entonces que antes un incremento en el precio relativo de un factor se
incrementara el precio relativo del bien que usa en forma intensiva ese factor.

2. Supdngase que los pardmetros de las funciones- Douglas dados por (18) son:
A;=30, A,= 10, g=1/3, T=1/2. Considérese ademas que las dotaciones de
factores de la economia son K=400, L=100. Reemplazando los valores de los
parametros en el sistema (19) a (21) se obtienen,

* Completando elasticidades en (22) y (23) se verifica una de las propiedades de las funciones Cobb-
Douglas: son funciones con elasticidad de sustitucién igual a la unidad.
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1 - 1 -
30§P1 213 _ 71105102 1/2
2 1
3O§p11/3 _ mozpzl/z
rott_t
w o 2p p,

(25)

(26)

(27)

Los valores limites para el precio relativo de los factores se obtienen hallando el valor

de (27) cuando p1=p Y p2=p. Como p=4,

A partir de (25) es

301[)1—2/3

-_ 3
T=
1

10592

De (27) resulta p, = %pz ; reemplazando en (28) y reordenando es

1, 55  -us
m= (E) P,
y los precios relativos limites para los bienes son:

TMaximo = (%) PI4THe =254

rmimimo = (%)‘5’38‘1’6 =221

Graficamente,

S

e

2,54

N
N

= A

(28)

(29)
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Los valores limites para la distribucion relativa del ingreso son,
, . 1
Maximo :Lp =—4=1
w 4

Mimimo = Lp =

l4=£
w 8 2

En el primer caso, el ingreso se reparte igualitariamente entre ambos factores (wL=rK)
y en el segundo la participacion del capital es la mitad de la participacion del trabajo (un
tercio del ingreso para los capitalistas y dos tercios para los trabajadores).

9.6. PROBLEMAS

Problema N°1

Utilizando los diagramas de la Caja de Edgeworth- Bowley y de la funcion de
transformacion, ubicar los intervalos a-b y c-d del grafico N°3.

Problema N°2

Representar las relaciones del Grafico N°4 en los diagramas de Caja de Edgeworth-
Bowley y de la funcién de transformacion.

Problema N°3

Suponiendo que los parametros de las funciones dadas por (18) son A;=30; A,=10;

a, zl; a, :1 y que las dotaciones de factores son K=400, L=100, hallar: (i) los
2 2

precios relativos de factores y bienes; (ii) la distribucion relativa del ingreso entre los
factores.
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NOTA SOBRE LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE BIENES EN LA
PRODUCCION
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10. NoTA BRE LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE BIENES EN LA
PRODUCCION

10.1. INTRODUCCION

En dos trabajos anteriores escritos en colaboracion con Dieguez (1972, 1973), el
concepto de elasticidad de sustitucion entre bienes en la produccion (Jones, 1965),
medida sobre la funcién de transformacion, fue utilizado para analizar los efectos de
cambios en distintos parametros del modelo neoclasico de equilibrio general — dotacién
de factores, términos de intercambio y cambio tecnoldgico. El objetivo de esta nota es,
por un lado, presentar dos expresiones para la elasticidad de sustitucion entre bienes
segun que las ofertas de factores sean perfectamente inelasticas o que, al menos para
uno de los factores, la oferta muestre elasticidad distinta de cero a precios y/o ingreso;
por otro lado, se analizan los determinantes del valor de la elasticidad de sustitucion
entre bienes.

10.2. LA PRESENTACION GRAFICA

Supdngase un modelo de dos bienes y dos factores y que la funcion de transformacion
resultante es concava hacia el origen, como DPE en el grafico N°1L. La elasticidad de
sustitucion entre bienes es el cociente entre la variacion porcentual de la pendiente de
OP vy la variacion porcentual de la pendiente de la tangente a la funcion de
transformacion en el punto P, cuando el punto P se mueve a lo largo de la funcién de
transformacion.

Gréfico 1

Q1

% Revisién y actualizacion de la Nota de Clase de Alberto Porto que con el mismo titulo se publicé en
Cuadernos, N° 26, FCE, UNLP, La Plata, Octubre de 1980.
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10.3. LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE BIENES, MEDIDA SOBRE LA FUNCION DE
TRNASFORMACION, CUANDO LA OFERTA DE FACTORES ES COMPLETAMENTE
INELASTICA.

El modelo neoclésico de equilibrio geperal — lado de la produccion- puede representarse
con el siguiente sistema de ecuaciones™,

% =L9,(p1) 1)
g, = L,9,(p,) @)
wW=g, _g,1p1 (3)
w=T11(g, =9, P,) 4)
r=g;, (5)
r=g,r=m, (6)
L +L, =L (7
p.L +p,L, =K (8)

Las ecuaciones (1) y (2) son las funciones de produccion de los dos bienes; como
existen rendimientos constantes a escala, el nivel de la produccion de cada bien (q;) es

funcion de la utilizacion media capital- trabajo p, = IE, y de un factor de escala L; que
1

es la cantidad de trabajo asignada al sector i. Se supone que las productividades
marginales son positivas y decrecientes para ambos factores y que el bien g es intensivo
en trabajo y g, en capital — o sea que a un mismo precio relativo de los factores se
verifica que p, > p,. Las ecuaciones (3) a (6) son las condiciones marginales de
equilibrio- cada factor es remunerado segun el valor de su productividad marginal; en
competencia perfecta, esa remuneracion es la misma en ambos sectores; 1tes le precio
de gz en términos de g; — bien adoptado como numerario; w y r son las remuneraciones
del trabajo y el capital, respectivamente, ambos en términos del numerario. Las
ecuaciones (7) y (8) representan la condicion de pleno empleo de ambos factores; L y K
son las ofertas fijas de trabajo y capital, respectivamente.

Considerando a Ttcomo parametro y derivando, se obtienen los siguientes resultados,

ar__ 9% ©)
drr (pz_pl)

diw __ P9 (10)
drr (pz_pl)

dpl - gZ (11)
drr g ”(pz_pl)

*! para mas detalle ver Dieguez y Porto (1972); en el apéndice de ese trabajo se obtienen las expresiones
matematicas que se utilizan en esta nota.
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dpz - gl (12)
drr nzgzﬁ(pz_pﬂ

dLl :_sz - 1 ngl-l + g1L2 E:M (13)
dm — dm (p,-p)? He mg,”

d d 1 Lg,” L,

da, __dd, _ zalgi N zzglnazj (14)
drr drr (pz _pl) g: nmg,

La elasticidad de sustitucion entre bienes o, se define como

dg, _dg,
O.f = q2 ql (15)

que, completando tasas de cambio y utilizando (13), (14) y la definicion de elasticidad
de sustitucion entre factores en la produccion de cada bien (o;;i =1,2,)"5 puede

expresarse como

1 2 2
(% p,0,+™2 pg) (16)

B (p2 - p1)2 9'1(91 - pg,l) Z; Z,

Oy

donde z; es la participacion del bien i en el ingreso agregado de la economia.

A partir de (15) se obtiene

m o; Q, 0,

dm_ 1 d&_%) (17)

La expresion (17) permite analizar los efectos de un cambio en las cantidades
producidas ;Egebido, por ejemplo a un cambio en la demanda- sobre el precio relativo
de los bienes™, el efecto depende del valor de la elasticidad de sustitucion entre bienes y
sera tanto mayor cuanto menor sea o, . A su vez, la expresion (16) permite apreciar

cuales son los principales determinantes del valor de o, ; por un lado, la diferencia de

intensidades de uso de los factores de las dos producciones- dada por p, — p,; por otro
lado, las elasticidades de sustitucion entre factores en cada una de las producciones.

_ 9:(9; —p95)
9:P9;

*2Ver R.G.D. Allen (1966, Pag. 334/37); O, = (i=1,2)

%% Ver J. Robinson (1968, P4g. 212/13)
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Cuanto maés similares sean las intensidades de uso de factores, mayor seré el valor de la
elasticidad de sustitucion entre bienes y viceversa. Si p, [ p,;,0, (. oYy el precio

relativo no se altera ante cambios en la canasta de bienes producidaE.I

Cuanto mayores sean las o, (i=1,2) mayor sera o,y viceversa. Si g, [ o (i=12),

o, 0. oy, nuevamente, el precio relativo no se altera ante cambios en las cantidades
producida

10.4. LA ELASTICIDAD DE SUSTITUCION ENTRE BIENES, MEDIDA SOBRE LA FUNCION DE
TRANSFORMACION, CUANDO LA OFERTA DE CAPITAL ES VARIABLE

Supodngase ahora que la oferta de capital es variable en funcion de su remuneracion real
y del precio relativo de los bienes; en el modelo de la seccién anterior la ecuacion (8) es
sustituida por

p.L, +p,L, =K(r,m) (8)

El modelo queda formado por las ecuaciones (1) a (7) y (8"); considerando a rrcomo un
parametro y derivando se obtiene

% = dﬁ =M + 1 5(‘c:krgrrr + gkn) (18)
dr  dm (p,—=p) T

Las expresiones (11) y (12) son también validas en este caso; la variacion de las
producciones viene dada por

Yoy 8 Ko, +e,) (19)
drr (pz —,01) T
pl%_ g 9 ke ve,) (20)
drr (pz - pl)
donde
oK r . . . -
&y = o K es la elasticidad del capital ante cambios en su remuneracion real;

- :aKZ, es la elasticidad del capital ante cambios en el precio relativo de los
m

bienes; y

% En el caso de la funcion de transformacion es una linea recta.
% También en este caso la funcion de transformacion es una linea recta.
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or 1 . . : :
:a——, es la elasticidad de la remuneracion real del capital ante cambios en el
Tr

rm

precio relativo de los bienes; de (9) surge que gr>0 si p, > p,; completando la
m

elasticidad se verifica ademas que ¢, >1

En este caso el efecto sobre las producciones de un cambio en el precio relativo de los
bienes puede ser dividido en dos partes: a) el indicado por los primeros términos de
(19) y (20), que es el efecto del cambio en el precio relativo de los bienes con oferta fija
de factores — y que, por consiguiente, es equivalente al dado por (14); b) el efecto
originado por la variacion de la cantidad de capital que se produce como consecuencia
del cambio en 71. En el segundo término,

dK K
din_ = ;(Ekr‘gm + gkrr) (21)

es la variacion en la cantidad de capital originada en el cambio en el precio relativo de
los bienes; y

0
(p2_p1)

y

g,
(pz_pl)

son los efectos sobre las produccict%fs de g1 Yy 0, respectivamente, de cambios en la
dotacion de capital con 77 constante™.

Si ante un aumento en 71 aumenta la cantidad de capital, se expande la produccion del
bien intensivo en ese factor y disminuye la produccion del otro bien. En este caso, el
efecto expansion de la dotacion de capital refuerza al efecto del cambio en el precio
relativo de los bienes con oferta fija de factores. Los efectos van en sentidos opuestos si
ante el aumento en 77 disminuye la oferta de capital; en ese casolﬁoarece la posibilidad

de comportamientos perversos de modo que c(jqu >0y da, <0,
T

La expresion para la elasticidad de sustitucion entre bienes en la produccion, cuando la
oferta de capital es variable — que sera denominada o -, se obtiene utilizando (19) y

(20), completando tasas de cambio y reemplazando,

% Son los “efectos Rybczynski” de cambios en la dotacion de trabajo. Ver Dieguez y Porto (1972, P4g.
290 y siguientes).

*" La oferta de capital aumenta por los efectos sustitucién. La posibilidad de efectos perversos aparece
cuando existen fuertes efectos ingresos de signos contrarios a los efectos sustitucion.
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L
o,=0, ~K(§,&,,+&,)———— (23)
f ‘ ‘ L1L2(p2 _pl)

que puede rescribirseE,I

o, =0, +&,R (24)

S
siendo,

. ik
“Todm K

ao LK
L1L2 (pz - pl)

La relacion entre cambios en el precio relativo y las cantidades relativas producidas
viene dada ahora por

T o0, ¢ O

o L (% G, (25)

En la determinacion del valor de o influyen, como antes, la diferencia de intensidades
de uso de factores (p, —p,) vy las elasticidades de sustitucion entre factores en la
produccion de cada uno de los bienes (o,;i =1,2), agregandose ahora la elasticidad de
la oferta del capital ante cambios en el precio relativo de los biEﬂes. Cuanto mayor sea
esta elasticidad, mayor serao; cuando €,, (. o ,0, [ o > En este caso, ademas
o, puede ser negativasi €,, <0*-yeg, R es mayor, en valor absoluto que o, .

%8 Obsérvese que en el caso de oferta variable de un factor, influye la elasticidad de la oferta del factor
(&) Y las intensidades de uso de factores.

% En este caso, también la funcion de transformacion seria una linea recta.
% Cfr. J. Robinson (1968, Pag. 217/18)
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